计算 物理 学 作为 新 兴 的 学 科 分 支 是 物理 学 、 数 学 在 过 去 百 余 年 来 取得 户 人 成 就 的 基础 
卡 ， 伴 随 着 计算 机 科学 近 几 十 年 米 突飞猛进 的 发 展 而 逐步 发 展 起 来 的 。 计 算 物 理 早 马 与 实验 
物理 和 理论 物理 形成 三 足 鼎 立 之 教 ， 其 至 可 以 说 它 将 成 为 现代 物理 大 大 的 “栋梁 ”今天 的 
年 轻 一 代 物 理工 作者 ， 无 论 是 从 事 基 础 理论 或 实验 研究 ， 还 是 从 事 应 用 基础 或 工程 研究 的 ， 
都 必须 学 习 和 掌握 计算 物理 的 概念 和 方法 。 

从 1980 年 代 中 期 开始 ， 中 国 科学 技术 大 学 近代 物理 系 就 已 经 开设 了 《计算 物理 学 》 课 
程 。 本 书 大 部 分 内 容 取 自 过 去 十 多 年 来 笔者 在 该 系 给 高 年 级 学 生 讲 授 的 《计算 物理 学 》 必 修 
课 教 材 。 该 课程 也 作为 近代 物理 系 研究 生 的 选修 课 。 该 课程 虽然 主要 针对 粒子 物理 和 原子 核 
物理 、 等 离子 体 物 理 等 专业 的 学 生 ， 但 对 诸如 物理 化 学 、 材 料 科 学 、 工 程 物理 等 专业 的 本 科 
学 生 各 研究生 也 有 很 大 的 咀 引 力 。 计 算 物 理学 是 一 门 边 缘 学 科 ， 它 的 讲授 涉及 到 物理 学 、 数 
学 和 计算 机 科学 的 知识 。 因 此 ， 本 教材 是 针对 已 经 具备 物理 学 基础 知识 、 并 具有 一 定数 学 水 
平和 一 般 的 计算 机 编程 能 力 的 读者 而 编写 的 。 

计算 物理 学 所 包含 的 内 容 是 相当 广泛 的 。 本 书 的 内 容 力 求 较为 全 面 ， 但 由 于 讲授 课程 的 
时 间 和 本 人 实践 经 验 的 限制 ， 本 书 中 仅 特 别 选择 了 近代 物理 学 中 应 用 比较 广泛 ， 但 又 不 是 本 
科学 牛 很 容易 掌握 的 一 部 分 方法 和 和 技术 作为 教材 内 容 。 本 书 介 绍 了 计算 物理 学 中 两 大 类 计 
F: 一 类 可 以 称 做 是 计算 机 数值 计算 方法 〔 第 二 、 三 、 四 、 五 、 训 、 九 章 )， 另 -类 则 可 以 
称 为 计算 机 符号 计算 (第 七 、 八 章 )。 在 计算 机 数值 计算 方法 中 介绍 了 偏 微分 方程 的 数值 求 
解 方 法 《第 四 章 的 有 限 差分 法 和 第 五 章 的 有 限 元 素 法 ) 和 计算 机 模拟 方法 。 在 计算 机 模拟 的 
内 容 中 又 包含 了 蒙特 卡 洛 模拟 方法 及 其 应 用 (第 三 、 三 章 ) 和 确定 性 模拟 方法 (第 六 谷 的 分 
子 动力 学 方法 )。 在 第 九 章 中 介绍 的 神经 元 网 络 方法 实际 上 还 是 一 种 数值 计算 方法 ， 它 是 近 
年 来 在 粒子 物理 研究 中 用 得 较为 成 功 的 方法 。 

由 于 作者 本 人 水 平 所 限 ， 本 书 在 选择 内 容 的 合理 性 ， 氢 述 的 科学 性 方面 可 能 还 有 值得 其 
酌 的 地 方 ， 错 漏 之 处 也 在 所 难免 。 希 望 读者 们 批评 指正 。 

作者 在 编号 本 书 的 过 程 中 得 到 过 舒 伯 尔 CRSchocberl) 教授 、 韩 良 博士 和 张杰 博士 的 帮 
勒 ， 在 下 表示 深切 的 谢意 。 
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it Maly E “Computational Physics” 的 中 译文 。 通 常人 们 也 把 它 等 同 十 计算 机 
物理 党 (Computer Physics)。 它 是 一 门 新 兴 的 边缘 科学 ， 是 物理 学 、 数 学 、 计 算 机 科学 三 者 相 
结合 的 产物 。 计 算 物 理学 也 是 物理 学 的 一 个 分 支 ， 它 与 理论 物 型 、 实 验 物 理 有 密切 联系 ， 但 
又 保持 铸 自 己 相 对 的 独立 性 。 刻 果 要 给 计算 物理 学 做 一 个 定义 的 话 ， 我 们 可 以 采用 下 面 这 个 
有 代表 性 的 慨 括 : 计算 物理 学 是 以 计算 机 及 计算 机 技术 为 工具 和 于 段 , 运用 计算 数学 的 方法 ， 
解决 复杂 物理 问题 的 一 门 应 用 科学 。 计 算 物 理学 已 经 给 复杂 体系 的 物理 规律 、 物 理性 质 的 研 
究 提 供 了 重要 于 段 ， 对 物理 学 的 发 展 起 着 极 大 的 推动 作用 。 

计算 物理 学 作为 一 门 新 兴 的 学 科 ， 它 是 怎样 发 展 起 来 的 ? 它 与 理论 物理 、 实 验 物理 有 
什么 区 别 和 联系 ? 计算 物理 学 在 物理 学 中 的 应 用 情况 如 何 ? 这 就 是 本 章 要 介绍 的 内 容 。 


1.1 计算 物理 的 起 源 和 发 展 


19 世纪 中 叶 以 前 ， 可 以 说 物理 学 还 基本 上 是 一 门 基 于 实验 的 科学 。1862 ERRE 
(Maxwe 山 将 电磁 规律 总 结 为 麦克 斯 书 方程 ， 进 而 硒 理 论 上 纠 言 了 电磁 波 的 存在 。 这 使 人 们 
看 到 了 物理 理论 思维 的 巨大 威力 。 从 此 理论 物理 开始 成 为 一 门 独立 的 物理 学 分 支 。 到 了 20 
世纪 初 ， 物 理学 理论 经 历 了 两 次 重大 的 突破 ， 相 继 诞 生 了 量子 力学 和 相对 论 。 理 论 物理 开始 
成 为 一 门 成 熟 的 学 科 。 传 统 意义 上 的 物理 学 使 具有 了 理论 物理 和 实验 物理 (应 用 物理 包括 在 
内 ) 两 大 支柱 。 物 理学 便 成 为 实验 物理 和 理论 物理 密切 结合 的 学 科 。 正 是 物理 学 这 样 的 “ 理 
论 与 实践 相 结 合 ”的 研究 方式 ， 才 大 人 促进 了 该 学 科 的 恬 展 ， 并 引发 了 20 世纪 科学 技术 的 
重大 革命 。 这 个 革命 对 人 类 的 社会 生活 产生 了 重大 影响 。 其 中 一 个 重要 的 方面 就 是 电子 计算 
机 的 发 明和 和 应用. 

物理 学 研究 与 计算 机 种 计算 机 技术 紧密 结合 起 始 于 20 世纪 40 年 代 。 当 时 正 值 第 二 次 
世界 大 戌 时 期 ， 美 国 在 研制 核武 器 的 工作 中 ， 要 求 准确 地 计算 出 与 热 核 爆炸 有 关 的 一 切 ， 迫 
切 需 机 解决 在 瞬时 发 牛 的 最 复杂 的 物理 过 程 的 数值 计算 问题 。 然 而 这 是 采用 传统 的 解 折 方法 
求解 或 手工 数值 计算 根本 办 不 划 的 . 这 样 ,计算 机 在 物理 学 研究 中 的 应 用 成 为 不 可 避免 的 了 ， 
计算 物理 学 因此 得 以 产生 。 第 二 次 志 界 大 战 之 后 ， 计 算 机 技术 的 迅速 发 展 又 为 计算 物理 学 的 
发 展 打 下 了 坚实 的 基础 ， 大 人 增强 了 人 们 从 事 科 学 研究 的 能 力 ， 促 进 了 各 个 学 科 之 间 的 交 义 
BE, it A OMS SEA A. 

FE EUS aM — Fe A A ee AA: ER SPA. BSE. Pash Rept. 
Fa dy SP. S| A. RAP RE), OR, Ae 
的 数学 分 析 方 法 求 出 显示 的 解析 解 。 通 过 这 些 解析 解 所 得 到 的 结论 与 实验 观测 结果 进行 对 比 
分 析 ， 从 而 解释 已 知 的 实验 现象 并 预测 未 来 的 发 展 。 实 验 物 理 是 以 实验 和 观测 为 基本 手段 来 
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ERIS, Se Heyy Sea aS, MOT A A BE ee 
ChAT, WA RS Re Ee OIE RA. LB eA 
BR? = BLT ME ER ORI ee REFA R Ag A A (BL, 
EATR, PRBI A AeA. flo. 在 高 能 物理 实验 中 ， 用 于 实验 技术 
的 发 展 和 洲 量 精度 的 提高 ， 实 验 规 模 越 来 越 人 ， 实 验 数 据 旦 惊人 地 增加 ， 被 测 实验 数据 入 : 单 
位 时间 内 的 产 额 非常 高 ， 因 市 单 千 入 力 和 通常 的 电子 仪器 已 无 法 完成 实验 设备 的 管理 和 实验 
数据 的 处 理工 作 . 艾 如 电子 反 季 磁 和 矩 修 正 的 计算 。 对门 阶 修正 的 手工 解析 计算 已 经 相当 繁 梁 ， 
而 对 六 阶 修 正 的 计算 已 经 包含 了 72 个 费 曼 图 ， 手 工 解析 运算 已 不 可 能 完 戌 。 类 似 这 样 的 复 
杂 系 统 的 控制 和 人 量 繁 六 的 计算 工作 ， 计 算 机 的 应 用 就 成 为 不 可 避免 的 了 。 计 算 物 理学 对 解 
决 复杂 物理 问题 的 三 大 能 力 ， 使 它 成 为 物理 学 的 第 一 支 桩 ， 并 在 物理 学 研究 中 占 右 重要 的 
位 置 . 

计算 物理 学 与 理论 物理 和 实验 物理 有 着 密 声 的 联系 ， 计 算 物 理学 的 研究 肉 容 涉 上 六 到 物 
理学 的 各 个 领域 .一 方面 ， 计 算 物 理学 所 依据 的 理论 原理 和 数学 方程 是 由 理论 物 至 提供 的 ， 
其 结论 还 需要 理论 物理 来 分 析 检 验 ， 男 一 方面 ， 计 算 物 理学 所 依赖 的 数据 是 由 实验 物理 提供 
的 ， 其 结果 还 要 几 实 验 来 检 驼 。 对 实验 物理 而 言 ， 计 算 物理 学 可 以 帮助 解决 实验 数据 的 分 析 、 
控制 实验 设备 、 自 动 化 数据 闭 取 以 及 模拟 实验 过 程 等 问题 。 对 理论 物理 而 言 ， 计 算 物 理学 可 
以 为 理论 物理 研究 提供 计算 数据 ， 为 理论 计算 提供 进行 复杂 的 数值 和 解析 运算 的 方法 和 平 
段 ， 总 二， 计算 物理 学 是 与 理论 物理 、 实 验 物 理 互 相 联 系 、 互 相依 赖 、 相 辅 相 成 的 ， 它 为 理 
论 物理 研究 开辟 了 一 个 新 的 途径 ， 也 对 实验 物理 研究 的 发 展 起 了 巨大 的 推动 作用 。 


1.2 计算 物理 学 在 物理 学 研究 中 的 应 用 


A 20 世纪 40 年 代 以 来 ， 由 于 人 们 受到 在 原子 弹 设 计 中 使 用 计算 机 而 取得 了 户 人 成 功 
的 月 二， 计算 物理 的 方法 和 技巧 也 迅速 地 从 核 物 理 向 其 他 学 科 领 域 渗透 ， 从 军事 研究 转向 基 
础 科学 研究 ， 从 而 大 大 丰富 了 计算 物理 学 的 内 容 。 在 60 年 代 以 前 ， 计 算 机 还 主要 用 在 物理 
问题 的 数值 计算 和 模拟 。 而 到 60 年 代 以 所 计算 机 又 进一步 深入 到 实验 宝 控 制 和 数据 其 取 自 
动 化 和 理论 解析 运算 自动 化 方面 。1962 年 ， 在 低能 物理 实验 中 就 开始 了 计算 机 与 实验 的 联 
机 工作 。1964 年 ， 在 高 能 物理 实验 中 开始 采用 计算 机 高 速 可 靠 地 采集 和 处 理 数据 信息 ， 以 
满足 粒子 物理 实验 对 高 事例 率 、 大 数据 量 处 班 和 人 型 仪器 设备 控制 的 要 求 。 当今 在 我 们 物理 
学 研究 中 计算 机 的 应 用 已 经 尾 无 处 不 在 了 。 计算 机 在 物理 学 中 的 虚 用 可 以 大致 分 为 网 类 : 计 
算 机 数值 分 析 、 计 算 机 符号 处 理 、 计 算 机 模拟 和 计算 机 实时 控制 。 

通常 在 物理 研究 由， 我们 从 已 知 的 物理 规律 出 发 得 到 描写 物 埋 过 程 的 抽象 数学 公式 后 ， 
最 后 或 许 要 全 数值 分 析 以 便 与 实验 结果 对 照 或 作为 实验 的 大 考 数 据 。 如 果 对 一 个 简单 的 数学 
会 式 进行 数值 米 解 ， 也 许 我 们 还 可 以 用 纸 和 笔 ， 手 工 就 计算 出 数值 结 末 来 。 但 是 对 更 复杂 系 
统 的 数学 处 理 ， 我 们 就 不 得 不 在 计算 机 十 用 计算 机 特有 的 数值 计算 方法 来 计算 了 、 在 这 种 工 
作 方 式 和 下 ， 计 算 机 成 了 物理 学 研究 的 数值 分 析 的 工具 。 

计算 机 在 物理 掌中 应 用 的 另 一 个 重要 方面 是 利用 计算 机 的 符号 处 理 系 统 进 行 钥 析 计 
算 、 公 式 的 推导 和 高 精度 的 数值 计算 。 这 在 理论 物理 研究 领域 的 意义 就 特别 重大 。 当 前 在 天 


体 物 理 、 核 和 粒子 物理 研究 中 心经 广泛 采用 计算 机 符号 处 理 系统 来 做 复杂 的 公式 推导 和 高 精 
度 计算 ， 还 发 展 出 许多 用 于 各 个 领域 研究 的 计算 机 符号 计算 程序 包 。 

借助 于 计算 机 的 符号 和 数值 计算 程序 ， 我 们 可 以 方便 地 解析 和 数值 地 计算 各 种 复杂 的 
数学 物理 问题 ,诸如 多 重 不 定 积 分 和 定 积 分 、 大 型 数字 战 者 符号 矩阵 的 计算 ， 求 解 复杂 的 微 
分 方程 等 等 。 随 着 计算 机 技术 的 高 速 发 展 ,今天 我 们 已 经 能 够 在 个 人 微机 上 做 复杂 的 符号 和 
数值 计算 了 。 计 算 机 的 确 在 物理 学 的 计算 中 起 到 了 十 分 重要 的 作用 。 

我 们 还 要 指出 :计算 机 的 数值 计算 功能 对 物理 学 研究 的 用 途 决 不 仅仅 是 可 以 得 到 数值 
结果 ， 更 为 重要 的 是 ， 它 为 物理 学 家 提供 了 “计算 机 模拟 实验 ”这 个 新 的 研究 手段 。 例 如 统 
计 物 理 中 有 个 自 回 避 随 机 迁移 问题 ， 它 是 在 随机 游 动 中 加 上 了 - -个 限制 ， 即 以 后 的 游 直 步子 
不 能 穿 过 以 前 各 步 所 走 过 的 路 径 。 这 样 的 问题 就 不 青 像 一 般 的 随机 迁移 问题 那样 可 以 用 通常 
的 微分 方程 来 描写 系统 的 统计 行为 。 对 这 类 物理 问题 的 研究 ， 计 算 机 模拟 实验 就 儿 平 是 唯一 
的 研究 方法 。 即 使 对 于 -一些 有 解析 方程 描述 的 问题 ,由 于 系统 的 复杂 性 , 往往 用 计算 机 模拟 
比 做 数值 计算 更 为 方便 。 计 算 机 模拟 实验 基本 上 不 受 实验 条 件 、 时 间 和 和 空间 的 限制 ， 这 就 使 
它 具有 被 大 的 灵活 性 和 随意 性 。 也 就 是 说 ， 只 要 建立 起 理论 模型 ， 我 们 就 能 进行 计算 机 模拟 
实验 ， 即 使 这 样 的 实验 现 银 在 自然 界 可 能 是 不 存在 的 ， 或 者 该 实 难 在 时 间 和 空间 上 都 是 在 实 
验 室 汛 法 进行 的 。 因 此 ， 通 过 计算 机 模拟 实验 会 给 物理 学 家 带 来 新 的 物理 概念 ， 发 现 新 的 物 
理 现象 。 当 前 计算 机 模拟 已 经 成 为 继 理论 和 实验 研究 方法 外 ， 物 青学 研究 的 第 二 种 于 段 。 

物理 实验 由 的 计算 机 控制 也 是 十 分 重要 的 。 现 在 几乎 所 有 的 人 型 实验 小 ， 它 的 大 多 数 
实验 设备 都 通过 接口 与 控制 计算 机 相连 接 ， 并 结合 在 线 数据 获取 和 分 析 程 序 对 实验 装填 的 整 
个 实验 进程 做 实时 控制 ， 使 物理 实验 可 以 在 没有 人 在 场 的 情况 下 自己 监测 设备 的 正常 运行 ， 
自动 来 集 和 分 析 实 验 数据 。 

一 般 来 说 ， 计 算 机 在 物理 实验 中 的 应 用 大 致 可 以 分 为 黄 个 部 分 ， 即 计算 机 的 在 线 分 析 
和 离线 分 析 。 在 实验 装置 运行 过 程 中 由 计算 机 实现 数据 获取 和 数据 分 析 就 称 为 实验 的 在 线 分 
析 。 以 粒子 物理 实验 为 例 ， 在 线 分 析 的 任务 包括 四 个 方面， 

(1) 控制 系统 运行 。 根 据 物理 实验 对 物理 事例 的 选择 要 求 和 对 在 线 系统 构成 部 分 的 管 
理 需 要 ， 设 计 一 定 的 程序 逻辑 ， 采 用 计算 机 实现 对 整个 在 线 系统 运行 的 控制 ， 

(2) 采集 实验 数据 。 将 探测 器 记录 到 的 事例 信息 ， 加 速 器 运行 中 的 束 济 状 态 及 某 些 仪 
器 设备 的 工作 状态 信息 ， 采 集 送 入 计算 机 ， 计 算 机 义 以 规定 的 格式 将 这 些 实验 数据 记 入 到 计 
算 机 的 外 部 存 贮 设备 《磁带 、 磁 盘 或 光 横 ) 中 。 

(3) 浅 视 仪器 状态 。 计 算 机 定时 或 不 定时 地 监视 探测 器 工作 状态 的 情况 ， 加 速 器 束 流 
的 流 强 变 化 等 。 一 旦 出 现 不 正常 情况 ， 计 算 机 将 送出 状态 信息 ， 通 知 值班 人 员 ， 或 自动 作出 
预先 规定 好 的 处 理 。 

(4) 数据 在 线 分 析 。 在 实验 进行 期 间 ， 对 在 线 系统 获取 的 数据 信息 ， 由 计 答 机 按 各 各 
方式 进行 取样 分 析 。 数 据 分 析 的 范围 足 由 在线 系统 的 分 析 能 力 奖 定 的 。 存 一 个 能 力 较 强 的 系 
统 中 ， 数 据 分 析 还 包括 按 一 定 的 物理 要 求 对 事例 进行 判别 与 选择 ， 实 现 粒子 作用 事例 的 图 像 
重建 。 这 些 分 析 的 目的 是 为 了 观察 仪器 设备 安排 和 事例 选择 方案 的 实施 情况 ， 以 便 作 实验 运 
行 期 间 研究 和 发 现 问题 ， 改 善 实验 设计 。 

粒子 物理 实验 的 离线 分 析 是 将 实验 数据 送 到 计算 中 心 做 进 . - 步 的 浓缩 、 过 滤 和 理论 分 
析 工 作 。 粒 子 物理 的 离线 分 析 还 包括 对 物理 过 程 的 理论 模拟 、 探 测 吕 模拟 、 本 底 分 析 、 理 论 
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能 和 能、 动量 、 方 向 、 粒 子 种 类 等 Fee, PRE, BR Roe Ae le] 
的 模拟 数据 。 探 测 器 模拟 包含 了 终 态 粒子 通过 实 蛤 装 属 时 ， 在 各 个 探测 器 .1- 留 的 能 量 和 时 
和 癌 的 数字 化 信息 。 物 理 分 析 工 作 主 要 包括 捉 倒 的 轻 迹 笠 建 、 各 类 事例 的 第 选 和 物理 参数 的 计 
算 分 析 。 分 析 的 数据 对 每 既 包 括 实 验 数 据 ， 也 包括 模拟 数据 。 上 而 介绍 的 计算 机 在 粒子 物理 
研究 中 的 记 帮 ， 就 是 属于 通常 称 做 “计算 高 能 物理 学 ”(Computational High Energy Physics) 
的 学 人 领域 。 | 

计算 机 在 物理 学 研究 中 还 有 其 他 许多 用 途 ， 比 如 ， 用 于 语 宫 诡 字 处 理 、 通 过 计算 机 网 
绍 进 行 信息 或 科学 数据 的 人 次 流传 递 、 计 算 机 辅助 教 泽 等 等 。 这 虫 我们 不 身 殉 述 . 

计算 物 埋 学 古 计 算 机 在 日 然 科 学 的 应 用 中 发 展 较 号 的 学 科 之 一 。 员 然 它 的 研究 对 党 是 
物理 学 , 但 是 它 的 研究 方法 可 以 推 1 到 其 他 的 自然 科学 领域 ,其 至 包括 社会 科学 、 思维 科学 、 
决策 和 管理 科学 等 社会 科学 领域 计算 物理 学 研究 的 一 些 特点 和 优点 ， 甚 至 它 的 一 些 赋 究 成 
果 都 可 以 去 支持 这 些 领域 的 醋 究 工作 。 毫 无 诈 问 ， 计 算 物 理学 的 发 展 将 对 自然 科学 利 社会 科 
学 领域 的 计算 机 应 几 研 究 起 背 概 大 的 推动 作用 ， 
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法 也 可 以 借助 概率 模型 来 解 深 不 直接 其 有 随机 性 的 确定 性 问题 。 另 一 类 为 兢 定 性 模拟 方法 。 
它 是 通过 数值 求解 一 个 个 粒子 的 运动 方程 来 模拟 整个 系统 的 行为 。 在 统计 物理 中 称 为 分 子 动 
A Molecular Dynamics) 方法 。 天 于 分 子 动 万 学 方法 我 们 将 在 第 六 章 中 介绍 。 此 外 , 近年 
来 还 发 展 「 神 经 元 网 络 方 法 和 原 胞 自动 机 方法 . 我 们 将 在 第 九 章 介 绍 神经 元 网 络 方法 及 其 应 
用 举例 。 

蒙特 卡 涪 方 法 的 提出 可 以 追溯 到 19 世纪 末期 ， 但 是 实际 上 直到 20 世纪 40 年 代 以 后 ， 
随 着 电子 计算 机 的 发 展 ， 该 方法 才 得 到 迅速 的 发 展 和 应 用 。 相 第 三 次 世界 大 战 由 ， 蒙 特 卡 洛 
方法 首先 被 美国 的 科学 家 应 用 于 原子 阐 的 研制 中 。 间 前 这 一 方法 已 经 广泛 运用 到 物理 学 的 许 
多 领域 。 甚 至 像 系 统 工程 、 科 学 管理 、 生 物 遗 传 、 社 会 科学 等 学 科 镇 域 也 有 求 用 了 这 种 研究 方 
法 。 这 些 都 充分 表现 出 这 种 方法 完 们 区别 于 其 他 和 的 方法 ， 县 有 独特 功能 和 优越 性 ， 


2.1 蒙特 卡 洛 方法 的 基础 知识 


一 、 基 本 思想 

所 谓 蒙特 卡 次 方法 ， 就 是 根据 待 求 随机 问题 的 变化 规律 ， 根 据 物 理 现 象 本 身 的 统计 规律 ， 
或 者 人 为 地 构造 出 一 个 合适 的 概率 模型 ,依照 该 模 卉 进行 估量 的 统计 实验 ， 鸽 它 的 某 此 统计 
参量 正好 是 待 求 问题 的 解 。 下 面 我 们 举 两 个 最 简单 的 例子 来 说 明 上 面 解释 的 内 洱 ， 

尽管 现在 人 们 都 认为 : 在 当今 的 研究 工作 中 离开 了 电子 计算 机 ， 很 难 起 像 蒙特 上 洛 方法 
计算 还 能 够 进行 。 但 是 实际 上 这 在 计算 机 出 现 以 前 ， 蒙 特 洛 方法 就 已 经 被 仔细 研究 过 了 。 
普 名 的 巴 夫 郧 (Buffon) 投 针 实 验 就 是 巴 夫 昂 在 1777 年 提出 的 求 的 近似 值 的 方法 。 该 试验 方 
Fixe: ETRA iL As 的 半 行 线 ， 向 此 锅 面 随意 地 投 搓 长度 !=y 的 细 针 ， 那 么 
从 针 与 平行 线 相 交 的 概率 就 可 以 得 到 天 的 数值 ， 

该 试验 方案 的 原型 是 基于 数学 统计 理论 所 得 到 的 结论 ， 即 此 试验 中 甸 针 与 平行 线 相交 的 
概率 为 2/x 。 这 个 数学 统计 理论 的 结果 可 以 简单 地 计算 如 下 : 设 针 与 平行 线 的 重 直 方向 的 来 
角 为 oe， 那么 针 在 平行 线 恒 直方 向 的 投影 长 度 为 |cosq 。 于 于 确定 的 @ KA, mira E T 


线 相交 的 概率 为 投影 长 度 与 平行 线 间距 之 比 ， 邑 二 | eesal -icosal ， 由 于 Et Oa 
布 的 ， 所 以 lcosdl 的 平均 信 为 


1 了 
一 二 二 2.1.1) 
二 leosokac = ( 
假如 在 N MOREE PR. A M 次 和 平行 线 相 交 。 当 NN EDAR. FASE UR M/N 就 近 恺 为 
细 壬 与 平行 线 的 相交 的 概率 。 因 此 结合 公式 (2,1.1) ， 我 们 得 到 


aa N (2.1.2) 


M 
然而 ， 这 种 投 针 法 的 试验 结果 ， 效 率 和 精度 部 很 差 。 我 们 现在 来 计算 一 下 经 过 次 投 针 
后 得 到 的 值 精度 。 设 p 为 细 针 与 平行 线 相交 的 概率 (p = 27z)， 则 针 与 绊 行 线 相交 的 次 数 应 
满足 二 项 式 分 布 ， 其 期 望 值 为 zp， 方 差 应 为 mp(L -~ p). Kile 2/a ARIE pa - p/n. 
标准 误差 为 PEP. 将 p = 2 的 标准 误差 改写 为 z 的 标准 误差 237/ Ya (这 里 我们 必须 先知 


道 赤 值 来 计算 ， 但 也 可 以 通过 试验 数据 来 估计 产值 )。 这 意味 着 试验 所 得 的 x 值 的 不 确定 性 的 
范围 好 下 : 


对 100 次 投 针 为 ，0.2374 
对 10,000 次 投 针 为 ，0.0237 
对 1,000,000 次 投 针 为 ，0.0024 
显然 这 种 方法 比 用 其 他 方法 计算 x 值 所 引起 的 不 确定 注 轩 要 大 得 多。 实际 上 不 应 当 采 册 这 种 
方法 来 计算 z 值 。 这 里 我 们 只 是 将 它 作为 蒙特 上 党 方法 在 表 耐 上 与 随机 过 程 无关 的 颌 域 中 应 
用 的 一 个 典型 实例 。 
作为 第 二 个 例子 ， 我 们 考虑 一 个 简单 的 定 积 分 计算 
=f fOode (2.1.3) 
假定 被 积 函 数 ，= 产妇 在 积分 范围 的 值 是 在 区 人 间 0<Ey 和 1， 邵 图 位 .10 所 未、 这 时 我 们 可 以 
随机 地 向 正方 形 内 投 点 ， 最 后 统计 落 在 曲线 下 的 点 数 M, ARR N 充分 人 时 ，MAw 就 
近似 等 于 积分 值 了。 

根据 这 两 个 例子 ， 我 们 可 以 将 蒙特 卡 洛 方法 4 

的 基本 思想 总 结 如 下 : 当 问 题 可 以 抽 答 为 其 个 确 
定 的 数学 问题 时 ， 应 当 首 先 建立 一 个 恰当 的 概率 
模型 ， 即 确定 某 个 随机 事件 A BAHL EE X( 如 .上 
面 例 子 中 的 投 针 实验 ， 细 针 与 平行 线 相交 的 事件 ; 
求 定 积分 中 的 随机 变量 六 )， 使 得 待 求 的 解 等 于 随 
机 事件 出 现 的 概率 或 随机 变量 的 数学 期 望 值 。 然 
后 进行 模 所 实验， 即 重复 多 议 地 模拟 随机 事件 A 
或 随机 变量 xX。 最 后 对 随机 实验 结果 进行 统计 平 
均 ， 求 出 A 出 现 的 频数 或 的 平均 值 作为 问题 的 
近似 解 。 这 种 方法 也 叫做 间接 模拟 。 

对 求解 问题 本 身 就 具有 概率 和 统计 性 的 情况 ， 例 如 中 子 在 介质 中 的 传播 ， 核 衰变 过 程 等 ， 
我 们 可 以 使 用 直接 模拟 法 。 该 方法 是 按照 实际 问题 所 遵循 的 概率 统计 规律 ， 用 电子 计算 机 进 
行 直接 的 抽样 试验 ， 对 结果 的 处 理 和 间接 法 相同 ， 直 接 模拟 法 最 充分 体现 出 蒙特 卡 洛 方法 无 
可 比拟 的 特殊 性 和 优越 性 ， 国 而 得 人 广泛 的 应 用 。 该 方法 也 就 是 通常 所 说 的 “计算 机 实验 ”。 


图 2.1.) 定 积 分 计算 沙 意 图 
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二 、 随 机 变量 和 随机 变量 章 分 布 

随机 变量 是 一 个 可 以 取 不 止 一 个 值 的 变量 (通常 在 连续 区 间 了 到 值 )， 并 且 人 和 们 可 能 无 法 事 
AR ERO -特定 值 。 虽 然 这 种 变量 的 值 无 法 预言 ， 但 其 分 布 是 可 能 了 解 的 。 做 定 我 们 
研究 连续 的 随机 变量 ， 由 随机 变量 的 分 布 可 以 得 到 它 取 某 给 定 值 的 概率 ， 即 

gludu = Plu <u’ < u+ dul. (2.1.4) 

AWRY x 的 概率 分 布 密度 函数 ， 它 表示 随机 变量 w 取 4 到 w+ du 之 间 值 的 概率 。 物 理学 家 们 
常 这 用 概率 密度 函数 来 表达 i 的 分 布 。 但 是 ， 数 学 上 有 时 采用 分 布 函 数 更 为 上 方便。 分布 函数 
EXA: 


G(u)=f" g(x) de (2.1.5) 

则 g(u)=dGlu)/ du (2.1.6) 
注意 Gl) 是 一 个 在 0! 区间 取 值 的 单调 递增 函数 。 通 常 p(w) 是 归 一 化 的 分 布 密度 函数 ， 因 
而 该 通 数 对 所 有 的 ww 信和 范围 的 积分 值 应 当 为 1。 

三 、 随 机 变量 的 独立 性 

假如 我 们 考虑 两 个 随机 变 最 w A 的 分 布 ， 则 必须 引进 这 两 个 灾 量 的 联合 分 布 密 度 函 数 
re v)}， 此 时 带 来 的 数学 问题 就 更 为 复杂 。 但 是 在 hw,v)] = plu) gly) 这 种 特殊 情况 下 ，w 和 

旦 第 此 独立 的 随机 变量 。 对 寺 两 个 以 上 的 变量 来 说 ， 随 机 变量 独立 性 的 概念 就 更 复杂 了 
此 时 仅 考虑 两 个 变量 之 问 的 独立 性 是 不 够 的 ， 事 实 上 ， 所 有 变量 有 可 能 两 两 问 是 相互 独立 的 ， 
而 在 汉 个 变量 ， 甚 到 更 多 变量 的 组 合 之 问 却 是 相关 的 。 我 们 举 如 下 例子 来 说 明 :, 如 果 r 和 ss 是 
两 个 均匀 分 布 在 oj] 区 间 的 相互 独立 的 随机 变量 ， 由 此 我 们 可 以 构造 三 个 新 的 变量 


x=r 


y=s (2.1.7) 
z= (r + smod 
此 时 xy,z 也 都 是 均匀 分 布 在 区 间 [0,1] 的 随机 变量 ， 并 且 所 有 的 (x, o) (3y,z)} 和 (x,z) 组 合 都 是 
独立 欧 ( 插 号 内 任 一 个 变 最 值 的 选取 并 不 对 括号 中 另 一 个 变量 的 取 值 有 影响 )。 但 是 (x, y, z) 
中 ， 企 意 两 个 变量 的 值 可 以 确定 出 第 三 个 变量 的 值 。 此 时 它 科 之 问 存 在 明显 的 相关 性 。 
四 、 期 望 值 、 方 差 和 协 方差 
一 个 函数 了 (的 数学 期 望 值 定义 为 该 苞 数 的 平均 值 
E{f}= ffjdG = | fluleu)du (2.1.8) 
ERT, GG) GQ ) 是 独立 变量 w 的 分 布 函 数 。 通 常 w 是 在 [a,8] 区 间 均 名 分 布 的 随机 变量 ， 
El dG = dx/ 二 一 后 。 这 时 的 期 望 值 可 以 写 为 


E{f}= sol f(u) du (2.1.9) 
类 似 地 ， 可 以 定义 变量 由 的 期 望 值 为 4 的 平均 值 
Eli} = | udGlu) = J uglu) dn (2.1.10) 
一 个 函数 或 变量 的 方差 是 可 以 用 下 式 米 定义 的 
v{f}= Ey EY} fi- Elfi aG (2.1.11) 


tee: A RAPA y OT. are RA MRA EE TH RAS a 

FHF ARM iR. ATER SRA EA, Ae 
HARR. RERE RET AY ABS AE RPT AS 1. 慰 淮 误差 也 很 容易 解 
HAPTER AR. RRC RIR ACR SRE ATT, Bed ey Dhue a hia 


算 符 作用 在 随机 变量 的 线形 组 合式 上 上 的- 些 简单 规则 。 假 如 x 和 y 是 随机 变量 ，c 大 一 个 常 
Be. 

Elex + y}= cE{x}4+ Ely} (2.1.12) 

Viex + yf= cv {x} + V{y} + 2cE{(y 一 Ef{y}Xx 一 E{x}} (2.1.13) 

PA rf HE ASAE SERER, TOT PRET. AKL) HRN 

x 和 yy EAE FE. WMR x Al y AL, Wo Aly EAS. 通常 协力 差 为 


正 值 时 ， 我 们 称 x Al y ALTE: 反之， 我 们 称 x 和 yy EARE. ARTE BER: (1) 即 
使 * Sy 的 协 方差 为 零 ， 我 们 也 不 能 肯定 x 和 yy 是 否 是 独立 变量 。(2) 凡 管 方差 算 符 是 非 线性 
的 ， 但 如 果 x 和 yy AER, M 
Vix + y} = V+ Viy} (2.1.14) 
五 、 大 烤 法 则 和 中 心 极 限定 理 
概率 论 中 的 人 数 法 则 和 中 心 极 限定 理 蚌 蒙特 民 洛 方法 的 基础 大 数 定理 反映 了 大 量 随机 
数 之 和 的 性 质 。 如 果 函 数 a 在 有 a,5] 区 间 ， 以 均匀 的 概率 分 布 密度 随机 地 取 n ht, AE 
A u PEABO hae, )。 人 数 法 则 告诉 我 们 这 些 讽 数值 之 和 除 以 n 所 得 的 值 将 收 化 于 函数 
AO RHE (Ee. BY 


1 l b 
， PE 一 一 | A 2.1.15 
im’, 之 t) boa li 人 de ) 


公式 {2.1.15) 的 左边 正 是 公式 右边 积分 的 蒙特 卡 党 估计 值 ， 根 据 这 个 法 则 ， 我 们 在 抽取 足 
俱 多 的 随 相 样本 后 ， 计 算得 到 的 积分 的 蒙特 卡 洛 佑 计 值 将 收 化 于 该 积分 的 正确 结果 。 车 去 对 
收 人 鳄 的 程度 进行 研究 ， 并 作出 各 种 误差 人 秸 计 ， 则 要 用 色 中 性 棋 限定 理 。 中 心 极限 定理 可 以 近 
似 地 告诉 我 们 : 在 有 足够 大 ， 但 又 有 限 的 mn HT. BR RATT. 
定理 指出 ;无 论 单 个 随机 变量 的 分 布 如 何 ， 许 多 独立 随机 变量 之 和 总 是 满足 正则 分 布 { 即 高 斯 
分 布 )。 喜 斯 分 布 可 以 由 给 定 的 期 望 值 下 和 方芳 e: 完 们 确定 下 米 。 通 常用 ni oo? PRR 
斯 分 布 密度 函数 


f= (x uy /20°| (2.1.16) 


如 果 公 式 (2.1.15) 石 边 积分 的 期 望 值 为 1 公式 左边 用 蒙特 卡 洛 估 计 的 值 为 1， 标准 误 莽 为 @ ， 
则 当 充分 大 时 ， 对 和 任意 的 4 >o). A 


L-I ] A 2 
PIETE oT ed LT, 
| | a (2.1.17) 
iL: aa ae SSR ea AZ SEE 
iL-<aZ 2.1.18 
„=d < T (2.1.18) 


内 的 概率 为 1 —@, GRABS UE, 1-a RAKE. o AS FISH AMER. 
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-一 


o? avitln. COFAMKRATUNAR QDR. BIE RRETA. Hae 
ARKE- a = 99% ， 可 以 查 得 14=3。 这 可 以 解释 为 ; AVENE, -7| <3 ROWE 99% 。 
n 


同样 1 一 0& = 959% 时 ，4 =2， 其 解释 与 上 面 一 例 析 似 ， 

从 上 面 的 分 析 春 到 ， 蒙 特 卡 洛 方 法 的 误差 与 9? Ma ARAR ATIRE, 
AE RRR, ERE). WA Pie. ERAS Pe EM 
变量 ， 这 时 就 应 当 择优 而 用 之 .人 在 方 差 国定 时 ， 增 加 慌 拟 次 数 可 以 有 效 地 减 小 误 茬 。 如 试 骆 
次 数 增加 100 倍 ， 精 度 提高 10 倍 。 当 然 这 样 做 就 增加 了 计算 机 计算 机 时 ， 提 两 了 费用 。 所 以 
在 落 虑 蒙特 上 洛 方 法 的 精确 度 时 ， 不 能 只 是 简单 地 践 少 方差 和 增加 模拟 次 数 ， 还 要 间 叶 兼 磊 
计算 费用 ， 即 机 时 耗费 、 遂 常 以 方差 和 费用 的 莱 积 作为 衡量 方法 优 洁 的 标准 。 

Bey ati tomea ty BM PMT AA. WEER- HME., eae 
一 概率 意义 下 收敛 于 真 值 。 ， 精 度 是 带 有 随机 性 的 ， 我 们 只 能 知道 有 多 大 的 可 能 性 
具有 其 一 精度 ， 而 个 E AARI 一 精度 。 


2.2 随机 数 与 仿 随 机 数 


原则 上 ， 一 个 随机 数 仅 仅 是 指 随机 变量 所 取 的 某 一 个 特定 的 值 。 但 是 在 蒙特 卡 省 方法 的 
TRA! “BEAL” … 词 包含 了 各 种 其 他 不 同 的 含义 。 大 们 常常 采用 已 经 确定 好 的 数列 来 作 蒙特 
本 洛 研 究 。 这 些 数 列 从 统计 意义 上 讲 并 不 是 随机 的 ， 但 却 乓 有 与 真正 的 随机 数 序列 相似 的 肝 
些 特性 。 这 些 数列 可 以 分 为 三 种 不 同 的 类 型 ， 真 随机 数列 ， 准 随机 数列 和 伪 随 机 数列 。 需 要 
指出 的 是 :在 实际 应 用 中 ， 有 两 个 完 件 独立 的 术语 概念 很 容易 引起 混淆 。 它 们 是 数列 的 随机 
特性 和 它 的 分 布 。 实 际 坏 ， 一 个 完 糯 的 随机 数 序 列 可 能 具有 茶 种 分 布 “例如 ， 均 名 分 布 、 高 
斯 分 布 等 ) ， 但 是 具有 某 种 分 布 的 数列 却 可 能 完全 不 是 随机 的 。 

一 、 真 随机 数 


真 随机 数 数列 是 不 可 预计 的 ， 因 而 也 不 可 能 重复 产生 两 个 相 问 的 真 随机 数 数 列 。 真 随机 
数 只 能 用 某 些 随机 物理 过 程 来 产生 。 例 如 : WOON PERE. WR. FH A 
发 时 间 等 等 。 如 果 来 用 随机 物理 过 程 来 产生 蒙特 卡 洛 计算 用 的 随机 数 ， 理 论 上 不 存在 什么 问 
题 。 但 在 实际 应 用 时 ， 要 作出 速度 很 殿 〈 例 如 每 秒 产生 上 上 百 个 浮 点 数 ) ， 而 又 准确 的 随机 数 
物理 过 程 产 生 器 是 非常 困难 的 。 有 时 甚至 还 要 做 较 密 的 计算 工作 。 

JEE AP Ek(Prigerio)% ATE 1975 FE 1978 年 做 过 下 面 所 述 的 小 作 。 季 们 用 一 个 交 粒 子 
放射 源 和 一 个 高 分 辩 率 的 计数 器 做 成 的 装置 ， 在 20 ms 时 间 内 平均 记录 了 24.315 Aa 粒子 。 
当 计 - 数 为 偶数 时 ， 便 在 磁带 上 记录 二 进 制 的 “1”。 人 他 们 还 企 细 地 对 痊 数 计数 的 几率 并 不 精确 
等 于 1/2 所 引起 的 个 差 进行 了 修正 。 这 个 装置 竺 小 时 可 以 产生 大 约 6000 个 31 比特 (bits) 的 真 
随机 数 。 这 些 数 被 人 存储 在 磁带 上 ， 江 通过 了 一 系列 的 “随机 数 ” 检 验 用 于 蒙特 卡 洛 计算 

这 里 我 们 对 消除 偏差 的 技巧 做 些 介 绍 .。 利用 上 面 介 绍 的 装置 得 和 到 的 “0” 或 者 “1” 的 真 
随机 数 序列 中 ，0 和 1 出 现 的 儿 率 PCO PQ) 可 能 并 不 精确 等 于 1/2。 我 们 从 原始 的 真 随机 数 
序列 出 发 ， 将 序列 中 的 二 进 制 数 依 次 成 对 组 合 ， 加 果 这 组 中 的 两 个 数 相 同 ， 则 舍 凤 这 两 个 数 ; 


SN) RX PPPS, WGA BoP 一 进 制 数 而 天 痉 第 一 个 数 . REA PTY 
列 可 以 保证 : 在原 娩 到 到 下 的 数 是 相 开 独 半 的 情况 下 ，“0” 和 “]” 出 现 的 概率 相等 。 这 一 
AU AMA ERHET h: “0” 出 现在 新 序列 中 的 概率 为 PX0)= PQ)P(0)。 这 起 内 为 新 序 
ppg to” KREE TREST “1” 后 面 趴 着 “0” 币 才 出 现 。 同 样 “1” 在 新 序 列 中 出现 的 
概率 PO)= POP 们 。 因 而 无 论 POA POETI Ata, P0) 和 Pa) 都 相等 。 由 寺 华 构成 新 
Feat, 舍 去 了 一 组 数 的 几率 为 P2(07+ PC AIT PO + P 不 等 十 上， 而 小 于 或 等 于 172， 
住 这 种 方法 中 ， 对 两 个 数 不 相 同 的 一 组 数 全 少 要 天 掉 - -个 二 进 制 数 。 很 朋 显 ， 它 的 产生 效率 
为 POPO=PQ-P)， 其 中 六 P00 或 PUYy。 其 产生 效率 的 最 大 们 为 259. 

我 们 再 回顾 一 下 前 面 曾 狼 述 过 的 巴 漠 量 投 和 针 实 验 来 说 明 在 舱 随 机 数 产 生 器 中 中 于 物理 懈 
盖 所 引起 的 问题 。 首 先 ， 在 投 针 实 验 中 平行 线 问 辣 此 必须 保证 为 一 个 常数 值 ， 并 在 所 要 求 的 
误差 范围 内 与 让 长 相等 。 如 好 我 们 仪 点 求 元 值 的 一 奋 二 位 有 效 数字 ， 这 个 要 求 是 个 难 满足 的 ， 
但 是 如 果 要 求 更 多 位 的 有 效 数 字 ， 这 就 比较 几 难 了 . 第 一 ， 正 确 地 判断 临界 状态 干 的 针 与 平 
行 线 的 相交 也 非 易 事 。 第 三 ， 我 们 还 必须 保证 针 的 投 邱 位 置 和 荐 度 的 分 布 是 均 杀 分 布 的 。 为 
保证 前 度 分 布 的 均 色 性， 可 以 在 投 针 的 时 候 ， 主 针 进 速 旋 转 ， 并 采用 非常 平 的 、 麻 擦 系数 是 
SME SO. beh. A RAL, TET A te SRM ey 
分 布 。 在 实际 应用 上 中， 我 们 必须 由 实 验 米 决定 这 一 分 布 觉 度 ， 并 且 要 对 它 引起 的 癸 美 做 类 似 
于 前 面 所 述 的 由 砷 里 汪 需 欧 等 人 所 做 的 复 执 修正 。 

二 、 准 随机 数 

淮 随 机 数 序列 并 不 县 右 随机 性 质 ， 促 答 是 它 用 来 处 理 问 题 时 能 够 得 到 正确 结果 准 随机 
数 概 念 是 米 自 如 十 的 事 空 ， 对 伪 随 机 数 来 说 ， 权 实现 其 严格 数学 意义 上 的 随机 性 ， 调 理论 .上 
是 不 可 能 的 ， 存 实际 应 用 中 也 没有 这 个 必要 。 关键 是 要 保证 “随机 ” 数 数 到 有 具有 能 产生 出 所 
需要 的 结果 的 必要 特性 ， HN, AB RMT HAS BORAT, SARA AT RL 
事例 被 认为 是 相互 独立 的 ， 而 这 些 点 蕊 事例 的 顺序 则 似乎 并 不 重要 。、 因 而 我 们 可 以 在 人 多 数 
运算 中 ， 放 心地 君 随机 性 的 概念 于 不 顾 。 问 样 ， 我 们 也 可 以 不 考虑 对 某 些 分 布 均匀 性 的 涨 落 
Re. BS LAS 站， 超 均 匀 的 分 布 比 真 随 机 数 的 均匀 分 布 更 合乎 实际 需要 ， 

从 严格 的 意义 上 来 讲 ， 荐 放弃 了 所 有 随机 性 的 妆 求 ， 采 用 不 共有 “随机 ”性 特性 的 数列 
的 方法 ， 我 们 己 色 不 能 再 将 它 纳 入 坦 特 下 党 计 算 的 范 暑 了。 但 是 如 果 将 蒙特 卡 洛 方法 的 概念 
扩大 到 包括 准 随 机 数 序列 ， 这 样 可 能 更 怡 汝 一 些 ， 央 为 准 蒙特 下 次 方法 仍然 保留 了 蒙特 卡 治 
方法 的 一 些 基 本 的 特性 例如， 它 可 以 用 二 非 常 商 锥 空 阅 中 的 计算 ， 利用 它 计算 多 重 积分 时 
与 积分 重 数 无 关 ， 总 至 对 站 常 高 锥 数 的 积分 计算 ， 其 计算 量 增 加 也 很 人 少 ， 它 对 函数 连 统 性 要 
求 很 强 等 等 。 事 实 上 ， 准 蒙特 下 洛 方 法 是 将 莹 特 上 洛 方 法 考 理 问题 的 维 数 ， 问 高 维 扩 虐 的 方 
和 渤 。 由 此 可 和 网 准 蒙 特 下 洛 方法 的 理论 与 真 蒙特 上 洛 的 理论 很 接近 ， 而 与 求 积 分 的 理论 差别 
IRK: l 

三 、 伪 随机 数 

入 实际 应 几 中 的 随机 数 通 常 痢 是 通过 车 些 数学 公式 计算 而 产生 的 伪 随 机 数 。 这 样 的 伪 随 
机 数 从 数学 意 广 上 讲 已 经 一 点 不 是 随机 的 了 。 担 是 ， 上 内 到 伪 随机 数 能 够 通过 随机 数 的 一 系列 
的 统计 检验 ， 我 们 就 可 以 把 它 当 作 真 随机 数 而 放心 地 使 用 。 这 样 我 们 就 可 以 很 经 济 由 、 重 复 
地 产生 出 随机 数 。 这 里 我 们 需要 了 解 满足 物理 问题 的 计算 相模 拟 和 需要 的 伪 随 机 数 的 标准 是 什 
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A. 理论 上 ， 我 们 要 求 伪 随机 数 产 生 器 具备 以 让 特征 : RP RS aR ES BY tapi 
机 数 产 生 、 伪 随机 数 产 生 的 循环 局 期 长 和 伪 随 机 数 可 以 重复 产后。 其 中 满足 民 好 的 统计 性 磺 
延 最 重要 的 。 然 而 实际 使 用 的 伪 随 机 数 产 和 后 程序 偿 没有 一 个 是 十 全 十 美 网 ， 因 此 我 们 本 求 产 
千 出 的 伪 随 机 数 应 当 能 通过 尽 可 能 多 的 统计 检验 ， 以 便 人 们 放心 地 使 及。 我 们 在 本 章 以 下 内 
容 中 将 主要 介绍 伪 随 机 数 的 产生 和 应 用 。 这 里 我 们 首先 讨论 一 下 在 实际 应 用 中 ， 如 何 产生 和 
检验 伪 随 机 数 。 

1. 侈 随 机 数 的 产生 方法 

伪 随 机 数 产 后 器 产生 的 实际 上 十 伪 随机 数 序列 。 最 基本 的 产生 鼎 是 均匀 分 布 的 伪 随 机 数 
产生 器 。 最 由 的 伪 陆 机 数 产 生 器 可 能 是 冯 。 谎 曼 的 平方 职 中 法 。 该 方法 首先 给 出 一 个 27 位 的 
RO RETER r 位 数码 作为 第 一 个 伪 随 机 数 ， 然 后 将 第 个 伪 随 机 数 平 方 构成 个 新 的 
2r 位 数 ， 再 取 中 间 的 x 和 位 数 作 为 第 二 个 伪 隐 机 数 …… 。 如 此 循环 便 得 到 一 个 伪 随 机 数 序 列 。 
类 似 上 述 方 法 ， 惠 用 十 进 制 公式 表示 27 位 数 x, 的 递 推 公式 。 


Xp =[107 x; |(mod10” ) 


(2.2.1) 
E, =x, /10" 
这 样 得 到 的 长, } 仿 随机 数 序列 是 分 布 在 0，1H 上 的 。 相 应 的 二 进 制 递 推 公式 为 (xz 为 2r 位 二 
进 制 数 ): 
Xa =[27 x7 ](mod 27") (2.2.2) 


E, =x, /2 
Lists [x] 表示 对 x 取 整 。 运算 4 = B(mod M) 表 示 4 等 于 B M 整除 后 的 余数 。 如 果 
选择 初始 数 x, 适当 ， 这 种 方法 可 以 得 到 似乎 是 随机 的 一 区 串 数 。 但 是 这 科 方 法 不 是 很 好 ， 现 
在 已 很 少 使 用 。 这 主要 是 因为 该 方法 产后 的 数列 具有 周期 性 ， 有 些 数 (如 零 ) 甚 至 会 紧 接 者 重 
复出 现 。 
实际 使 用 的 伪 随 机 数 产 生 器 常常 比 平方 取 中 法 简单 。 如 今 比较 流行 ， 并 用 得 最 多 的 是 同 
余 产 生 器 。 我 们 通过 如 下 的 线形 同 余 关 系 式 来 产生 数列 。 


Xan = (ax, + CNAmod m) 


(2.2.3) 
E =x, /m 

Rp x MART, HARE BYERS SIE AIL. acm AAT SHB, oT 

WY ie. E. ER. AAD AY FS AF A RR m POET a. RR EH BAL 

数 的 循环 局 期 要 尽 可 能 长 。cz0 时 能 实现 最 大 的 周期 ， 但 是 得 到 的 伪 随 机 数 的 特性 不 好 。 

c 关 0 的 这 类 情况 称 为 温 合同 余 发 生 器 。 通常 选取 为 任意 非 负 整数 ， 乘 子 a MAE co 

HER 


@=4gt+1, e=2p+1 (2.2.4) 
天 和 Alcs. PMA PA p, g, Xg, mie RE ETAT LR IA 
择 ， 以 使 得 到 的 伪 随 机 数列 具有 足够 长 的 周期 ， 而 且 独 立 性 和 均匀 性 都 能 通过 一 系列 的 检验 。 
ce=0 的 情况 叫做 乘 间 余 法 ， 由 于 减少 了 -一 个 加 祛 ， 因 而 可 以 使 产生 仿 随 机 数 的 速度 快 些 。 

这 种 方法 产生 的 伪 随 机 数 递 推 公 式 为 


me STURN re 


x,,, = ax (mod m) 


(2.2.5) 
Č, =x,/m 
Xo. a.m tA REE, Aroa EAR. 

ER AE RAKE FOB PLIES I (Si) BR I A BAL PEE RE T LPS 
CRNG) 3%, Be HIRT TSE. 

2. bn bakes en oh a 

前 面 己 经 提 和 到 ， 伪 随机 数 特 性 好 怀 是 通过 各 种 统计 检验 来 确定 的 ， 这 些 棕 验 了 包括 均匀 性 
检验 、 狸 立 性 检验 、 组 合 规律 检验 、 无 连 庆 性 检验 、 参 数 检 验 等 等 ! 1， 其 中 最 基本 的 是 它 
的 均 名 性 和 独立 性 的 好 坏 检 验 。 所 谓 掏 多 性 是 指 企 折 ，1 区 域内 等 长 度 区 问 的 随机 数 分 布 的 
个 数 应 相等 。 独 立 性 是 接 先 后 顺序 出 班 的 若 牛 个 随机 数 中 ， 每 一 个 数 的 出 现 部 和 沁 前 后 的 各 
个 数 无 关 。 下 面 就 介绍 这 两 种 检验 。 常 要 指出 的 是 :个 好 的 伪 随 机 数 序 列 除 了 能 通过 这 两 
种 主要 的 统计 检验 外 ， 还 需要 能 道 过 别 的 多 种 检验 .能 通过 的 检验 越 蓄 ， 则 该 产 牛 器 就 越 优 
EA SE. 


频率 检验 。 均 匀 性 检验 的 方法 很 多 ， 这 里 介绍 六 方法 ， 设 有 在 区 
闻 [，1 上 的 伪 随 机 数 序列 为 长 E 二。 如 床 该 伪 随 机 数 基 均匀 分 布 的 ， 则 将 [0，1] 区 癌 
分 成 大 个 相等 的 子 区 间 后 ， 落 在 每 个 了 了 区间 的 伪 随 机 数 个 数 六 BMT N/K. eR 
频数 。 它 的 统计 谋 差 ag = JN, -VANAK。 RUM EN 
pZ SOA ES i,- Nik) (2.2.6) 
32 Ea BP BBA 2 (ke G AOS) Fi HR DBRS —— EEE TR BATT 
DIM a? #28878 (k — 1) HRA EE KE ce Yt, ie 2.2.6) SRE SEAS y? h 
Ft,» WWM o MBS ACE FE, MARMO. 1) ABA EA I. dn 
RBG CAF, MAAC AONERBAY FS, AMMAR EYER. 
取 显 著 水 平 为 0.01 或 0.05。 为 了 上 反映 均匀 性 分 布 的 特性 ， 的 取 值 不 宜 太 小 ， 但 也 不 能 坟 大 。 
一 般 选 取 的 大 值 ， 委 能 使 每 个 子 区 问 有 若干 个 伪 随 机 数 时 就 比较 合适 。 
(2) 独立 性 检验 : 列 检验 。 这 里 我 们 也 具 介 绍 独立 性 检验 的 -种 比较 简单 
的 方法 ， 如 果 把 [0，1] 上 的 仿 随 机 数 序列 世 E, ， Ën PRPS: 
E P Gone 
rs Gas S arses Say 
第 一 列 作为 随机 变量 x 的 取 值 ， 第 二 列 作为 随机 变量 y 的 取 值 。 在 x-y TRAM AT 
(OS xS1, OS y 1] 上， 分 别 以 平行 于 佛 标 加 的 平行 线 ， 将 止 方形 域 分 成 kx 个 相同 面 
积 的 小 正方 形 网 格 。 落 在 每 个 网 格 内 的 随机 数 的 频数 mi 应 当 近 似 等 于 2w /各 。 巾 此 可 以 算出 
LA 


x = A 2) (2.2.7) 
2N 

xy? RAE y? (& 1) 的 分 布 。 据 此 可 以 且 用 均匀 性 答 验 的 x¥? 方法， 假定 出 显 著 性 水 平 来 进 
行 和 检验。 我 们 也 可 以 把 伪 随 机 数 序 烈 分 为 三 列 、 畴 列 ……: ， 用 与 止 面 所 述 柑 似 的 方法 进行 多 


PE a 


维 独 并 性 检验 。 
3, 独立 于 计算 机 机 型 的 仿 随 机 部 产 生 器 


上 面 曾 介绍 过 的 伪 随 机 数 产 生 器 是 与 计算 机 所 能 容纳 的 整数 位 数 有 关 。 在 实际 应 用 中 ， 
我 们 有 时 希望 使 用 能 够 在 各 种 型 号 的 计算 机 开工 作 、 并 产生 相同 盆 随 机 数 序 列 的 产生 器 。 这 
种 产 牛 器 的 实现 基于 如 下 的 思想 ， 矶 果 要 产生 [0,1 区 问 的 伪 随 机 浮 点 数 ， 可 以 选 搓 精 度 最 低 
的 计算 机 作为 标准 精 诬 。 而 对 字 长 较 长 的 计算 机 ， 我 们 将 用 较 低 的 数 人 fi 人 为 置 零 的 方法 ， 妈 
在 高 精度 的 计算 机 十 进行 较 低 精度 的 运算 。 一般 来 说 ， 这 样 的 伪 陆 机 数 产 生 器 无 论 从 伪 随 机 
数 的 重复 周期 和 产生 伪 随 机 数 的 速度 都 不 算 理 想 ， 但 它 却 可 以 在 人 多 数 较 人 的 计算 机 上 工作 。 
这 时 我 们 以 CERN 程序 库 中 的 擅 随 机 数 产 生子 程序 RN32 为 例 。 该 程序 选择 BM 计算 机 的 32 
位 字 长 作为 最 小 精度 。 缺 省 的 起 始 整数 为 65539， 也 可 以 输入 “种 子 ” 作 为 起 始 整数 ， 将 起 
始 整 数 ( 尸 前 一 个 整数 ) 乘 以 69069， 绪 果 内 保留 较 低 的 31 位 数 ， 这 个 31 位 整数 区 作为 下 一 个 
伪 随 机 数 的 “种 子 ”。 浮 点 盆 随 机 数 是 通过 如 下 操作 得 到 的 将 “种子” 的 最 后 8 位 数 置 零 ， 
以 保证 浮 点 整数 的 表示 : 再 将 此 结 末 冬 以 2 就 得 到 擅 随 机 浮 点 数 。 不 同 计算 机 上 的 RN32 
子 程序 的 FORTRAN 语法 及 浮 点 表示 有 稍 许 不 同 。 上 下面 便 是 在 RN32 子 程序 的 源 程序 的 CDC 


及 IBM 版 本 。 这 些 仿 随机 数 产 年 器 产生 的 前 几 个 数 近 似 为 : 
R2=0.58747506. ... 


FUNCTION RN32(IDUMMNMY) 
C CDC VERSION FJAMES, 1978 
C TY IS THE SEED. CONS=2**-31 


DATA = TY/65539/ 
DATA CONS/1661400000000000C0000B/ 
DATA MASK31/17777777777B/ 
TY=T¥* 69069 
C KEEF ONLY LOWER 31 BITS 
IY=IY.AND.MASK31 
C SET LOWER 8 BITS TO ZERO TO ASSURE EXACT FLOAT. 
FY=TY.AND.O77777777777 7777 7400B 
YFL=JTY 
RN32=YFL*CONS 
RETURN 
€ ENTRY TO INPUT SEED 
ENTRY RN32IN 
IY=IDUMMY 
RETURN 
C ENTRY TO OUTPUT SEED 
ENTRY RN320T 
IDUMMY=TY , 
RETURN 
END 


R1=0,10791504..., 


FUNCTION RN32(DUMMY) 
IBM VERSION, F.JAMES, 1978 
IY 1S THE SEED, CONS=2**.3! 
DATA IY/65539/ 
DATA CONS/Z39200000/ 
TY=1Y*69069 
ASSURE LEFTMOST BIT ZERO(POSITIVE INTE 
IF(IY.GT.0) GOTO 6 
IY =1Y+2147483647+1 
6CONTINUE 
C 
TY=(1Y/256)*256 
YEL=JY 
RN32=YFL*CONS 
RETURN 
ENTRY TO INPUT SEED 
ENTRY RN32IN(IX) 
TY=IX 
RETURN 
ENTRY TO OUTPUT SEED 
ENTRY RN320T(IX) 
IX-IY 
RETURN 
END 


2.3 ”任意 分 布 的 伪 随 机 变量 的 抽样 


在 实际 抽样 问题 中 ，[0，11 
HLA RH 


GER} 


SET LOWER 8 BITS TO ZERO TO ASSURE EXACT FLOAT 


PR (a) RAI ap A EY Ae Re AT. AA SAB 
FAREED. IRIS, WER AS MATCH) A Ut 


一 个 具有 分 布 密度 前 数 f(x) 的 伪 随 机 变量 的 抽样 是 通过 以 下 步骤 来 进行 的 ， 首 先 在 [0，1] 区 


和 问 抽 取 均 钓 分 布 的 伪 随 机 数列 ， 然 后 再 从 这 个 念 随机 数 总 体 上 


单子 样 满足 分 布 密度 瑚 数 fo). HEE TP BLA ae. 
分 布 的 随机 数 失 有 好 的 独立 性 ， 则 盾 得 的 简单 子 样 也 一 定 具 有 和 它 同样 好 的 独立 性 ， 因 


抽取 一 个 简单 子 样 ， 使 这 个 简 
实际 上 只 要 tf，1] 区 间 上 均匀 
此 ， 


对 个 均匀 的 伪 随 机 变量 抽样 的 关键 河 题 是 刘 们 从 均匀 分 布 的 人 协 随机 变量 样本 中 ， 抽 取 符 合 所 


楼 求 的 分 布 密 度 函 数 的 简单 于 样 。 对 于 不 同 的 分 布 密度 函数 ， 
KAT EBM AAS. 


需要 采用 不 同 的 技巧 。 这 是 莹 


在 介绍 各 种 分 布 的 伪 随 机 蛮 基 的 抽样 方法 之 前 ， 我 们 先 介 绍 随机 变量 分 布 的 一 个 有 用 
的 特性 ， 即 登 加 原则。 次 原则 为 ;: 如 果 要 产 牛 分 布 密度 函数 为 FO ARLE EEA, R 
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们 可 以 把 FOER AE EE eh, AAR, Bl 
F(x) = MAG) 2.3.1 


SPP US) A Se BE Bae P(X) AREE DF OO BOBBIE, UE PEM — A Co) EET 
的 原则 是 根据 f A (x) de 的 积分 值 作为 权重 随机 地 选择 的 .这 就 是 蒙特 卡 洛 方法 的 登 加 原则 。 

在 对 复 桨 的 分 布 密度 函数 抽样 时 ， 伪 随机 变量 抽样 的 又 加 原则 是 十 分 有 上 用 的 。 例 如 在 
粒子 物理 计算 中 ， 往 往 要 计算 某 个 粒子 物理 过 程 的 反应 截面 。 在 这 个 量子 场 论 计算 中 ， 需 要 
对 反映 动力 学 机 制 的 洗 伦 兹 不 变 的 矩阵 元 在 相 空 间 中 进行 税 分 ， 这 个 高 维 的 积分 计 和 代入 往 采 
用 蒙特 卡 洛 方法 。 如 果 及 映 费 曼 图 的 短 阵 元 结构 十 分 复杂 ， 则 可 以 利用 和 加 原则 作为 计算 蒙 
特 卡 洛 积 分 中 的 技巧 (参见 3.2 节 )。 

一 、 离 散 型 分 布 随 机 变量 的 直接 抽样 

对 一 个 可 以 取 两 个 值 的 随机 变量 x ， 如 果 它 以 儿 率 p RA x. TALE p, RE x 。 
这 时 应 当 有 p, = (1 一 p,)。 明 显 地 ， 我 们 如 果 取 [0，1 冶 一 个 随机 数 ， 若 满足 不 等 式 & < po 
则 取 x = x ; 如 不 满足 不 等 式 < p， 则 取 x = x,。 如 果 随机 变量 x 可 以 取 三 个 离散 值 ， 
则 如 果 满 足 不 等 式 5 < po RIR = x ;如 果 满 足 不 等 式 E < (p+ p,)， 我 们 取 x = x: 
其 他 情况 则 取 x = x 。 一 般 米 说 ， 如 果 离 散 型 随机 变 景 x 以 概率 p, 取 值 x (i=1,2,..)， 则 其 
分 布 函数 为 : 


F(x) = Sip, (2.3.2) 
其 中 p Ni ALA Yp, = 1, ANAREN AE HT PART Ns 首先 选取 在 [0， 


IEKA CLIO) sp TAREE e , SR SAT LB AN ES 
Flx,_,) = E< Fh) (2.3.3) 
的 7 值 , Sj MA, ADT FREI MR, B= x,. REP AS mH F(x,)。 
作为 采用 该 方法 抽样 的 一 个 应 用 示例 ， 我 们 来 考虑 一 下 光子 与 物质 相互 作用 类 型 的 
抽样 问题 。 我 们 知道 儿 光 子 与 物质 相互 作用 有 三 种 类 型 ， 光 电 效 应 、 康 普 顿 效应 和 电子 对 
效应 。 其 中 光电 效应 和 电子 对 效应 为 光子 吸收 过 程 。 设 三 种 过 程 的 截面 分 别 为 0,,o, 和 gg,， 
则 总 截面 为 


Or =G,+6,4+6, (2.3.4) 
选择 均匀 分 布 随机 数 & ， 若 满足 不 等 式 & < o,7o,， 则 发 牛 康 普 顿 散射 ， 医 满足 不 等 式 


0, /O74<(G,+0.)/6;， 则 发 生 光 电 效 应 ， 关 5 (G+)/G.， 风 产生 电子 对 过 程 . 
二 、 连 续 分 布 的 随机 变量 抽样 
1. 直接 抽样 方法 
直接 掉 样 法 又 称 为 反 函 数 法 。 设 连 续 型 随机 蛮 量 尹 的 分 布 密度 函数 为 Fn ， 在 数学 上 
它 的 分 布 函 数 应 当 为 
F(x)=[" f(x) dx (2.3.5) 
假如 FO) BR Pet, HAS AIO, NRRL, SEF) WK 
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ee re el HERE gee Ferme et a e e 


解 变量 7 ， 得 到 的 解 了 = F EADAE REA Be fw) PE ERP e- Af i E 
明 ; 该 子 样 中 1 < x NER: 
ply < x}=p{F TE) <x} = pë < Flats 0-dr+ [1 de= Fla) (2.3.6) 

这 种 方法 的 优点 是 使 用 简单 ， 应 用 范围 较 /”。 但 是 在 分 布 消 数 F(x) 不 能 从 分 布 密度 函 
数 了 (解析 求 出 时 ， 或 者 求 出 的 两 数 形式 太 复 杂 的 情况 下 ， 就 不 能 采用 这 种 方法 

例 对 指数 分 布 的 直接 抽样 。 

解 ”指数 分 布 的 问题 可 用 于 描述 粒子 运动 的 月 由 程 ， 粒 子 衰变 寿命 或 射线 与 物质 作用 
长 度 等 许多 物理 问题 。 它 的 分 布 密度 函数 为 


On Re (2.3.7) 
EB RRO 
F(x)=| f(s) dt= [Ae d=1-e ~ 
Bee RO, URAL ANE, SEF, MURS 
n= -0 一 司 
注意 到 1_E 和 上 同样 服从 [0，1] 区 问 欧 均匀 分 布 ， 故 有 
n= 一 Iné (2.3.8) 
例 对 如 下 的 分 布 密度 函数 抽样 : 
f(x)= 医 }e , Xy Sxyrl (2.3.9) 


We sh (2.3.9) 的 分 布 密度 函数 的 对 应 分 布 国 数 为 
了 一 
_f _1_| 70 
es) =f ta/[ f= | 
EO, NEREA, Peer). MIA, He 
xX 


到 1- 各 和 点 部 是 0， 了 区 问 的 均匀 分 布 的 伪 随 机 数 ， 得 到 
n = x, 4 (2.3.10) 

2. 变换 抽样 法 

变换 抽样 法 的 基本 思想 是 将 一 个 比较 复杂 的 分 布 的 抽样 ， 变 换 为 已 经 知道 的 、 比 较 简 
单 的 分 布 的 抽样 。 例 如 要 对 满足 分 布 密度 冰 数 f(x) 的 随机 变量 9 抽样 ， 若 要 对 它 进 行 直接 
抽样 是 比较 困难 的 。 这 时 如 果 人 存在 另 一 个 随机 变量 6 ， 它 的 分 布 密度 函数 为 朵 六 ， 其 抽样 方 
法 已 经 掌握 ， 并 且 也 比较 简单 ， 那 么 我 们 可 以 设法 寻找 一 个 适当 的 变换 关系 x = g(y)。 如 果 
8(y) 的 反 函 数 存 企 ， 记 为 g71() = 以 ， 并 且 该 反 冰 数 共有 一 阶 连续 导数 。 根 据 概率 论 的 知 
识 ， 这 时 x 满足 的 分 布 密度 函数 为 、g(h(x) -jh(x】〗， 如 果 通 数 g(y) 选 得 合适 ， 使 得 : ! 


i 
f 
16 i 


F(x) = oN i) (2.3.11) 


DPT ERE SP As BEE A (yp AEBS . TLE = gl(G) 得 到 满足 分 布 密度 图 数 Fr] 
MHRA. Sibel. ERR p(y) NTE LO. DEEE RA eB RN 上， 
g(y) = (时 的 变换 抽 衬 。 因而 它 是 变换 抽样 的 特 跌 情况。 
=i RS AE 5 LER DSE EIS 假如 我 们 要 对 满足 联合 分 布 密 
度 函 数 了 (x, 习 的 随机 变 其 由 ,5 进行 抽样 。 如 果 我 们 已 经 学 所 了 满足 联合 分 布 密度 函数 glw,v) 
的 随 困 变 拓 六 人 的 抽样 方法 ， 则 可 以 寻找 :一 个 适当 的 变换 


x= glu, v) 
y = glu, v) (2.3.12) 
g1,8: FRY BEE, WA 
u =h y) 
v=h fx, y) (2.3.13) 


该 变换 满足 如 下 条 和 什 : 
gih (x, ,hot yD N= fF, y) 
LRP |I| 表示 函数 变换 的 雅 可 比 (acobib 行 列 式 : 


du au 

_jox ay (2.3.14) 
VIF lay av 
dx ay 


JRF tO) DL eh AE He (2.3.12), EPEE op Th SE eR giu, v) BSBA’, 6’ 得 到 待 求 的 满足 
分 布 密度 函数 Ffx vA FE A, 6. 

DLJA RAE RRA gj 和 g, 的 反 函 数 有 和 刀具 有 一 阶 的 连续 韭 零 导数。 将 上述 数 
学 处 理 方法 推广 包 多 维 的 情况 也 是 容 易 的 。 变 换 抽 样 的 缺点 是 : 对 具体 问题 要 找到 所 需要 的 
变换 关系 式 往往 是 比较 困难 的 。 下 面 我 们 以 正 态 分 布 的 抽样 为 例 ， 来 看 一 下 变换 抽样 的 具体 
应 用 。 

设 随机 变量 7 满足 正和 态 分 布 ， 它 的 分 布 帘 度 荡 数 为 


1 en- eH} (2.3.15) 
20° 
通常 fA Ngao) RP yp ot tH EMMAE RBR AA, Bp 
Efn}= p> Vint= 07 (2.3.16) 
3-007 二 村人 分 人为 正太 分 此 时 的 分 布 密 度 函 数 为 
f(x) = z expe x / 2} (2.3.17) 


记 为 N OD Sa Bed AA Be bp HE LAS 9) th SRE ART. AA ABT BL LB TA 
正 态 分 布 ， 陋 机 变量 6 满足 标准 正 态 分 布 ， 则 9 和 6 之 间 满 足 关系 式 
H=ad+u (2.3.18) 


ay ME TE As od fia BE BAS Hee — AS ET Rt PP), TA AN EE A AY 
匀 分 布 抽样 变换 到 标准 正 态 分 布 的 抽样 值 。 但 是 可 以 采用 一 个 巧妙 的 办 法 将 两 个 独立 的 均匀 
分 布 的 随机 变 基 4Y 变换 为 标准 正 态 分 布 的 随机 变量 z% 》。 这 就 二 做 变换 : 


| 


(2.3.19) 
y= V—2Inu sin( 27) 
反 解 (2.3.19) 式 得 到 |: 
u =exp} 3 (8 +y ) =h (xy) 
2 (2.3.20) 


vn (y/x)= hy (2.9) 
按照 概率 理论 ，x 和 y 的 联 台 分 布 密度 图 数 为 
F y) = gih (x y) r y)- [4 (2.3.21) 


几 于 和 ?是 独立 的 均匀 分 布 的 随机 变量 ， 它 们 的 联合 分 布 密度 函数 g=. AIAS 
(2.3.14), 经 过 简单 的 计算 ， 最 后 得 人 |: 


f(xy) = 二 sx- 了 + yh (2.3.22) 
又 因为 f{x,y) 可 以 写 为 : 
Fle y) = fx) £0) (2.3.23) 
其 中 
F(x = Fag mt x? 42} (2.3.24) 
f(y)= J y} (2.3.25) 


EEA A (2.3.19) fi wigan ESHA RAIE EE ER A 

FECSA BY ee DUE. AAE ATRRI Maraglia 方法 。 其 抽样 过 
程 由 下 曾 的 四 个 步 又 构成 :; 

D 产生 [0，1H 区 间 上 的 独立 均匀 分 布 随机 数 站 和 ?+ 。 

(2) 计算 w= (eu —1F + @y -19- 

(3) WE w>, BIRR d): APRIL, PRAT (4). 

4) 4H 2=[ 2m wl? Bx = uz, y = vee 

IRS ARTES OURS SUT SE SP dee EE 29 A 2 EAT ELAR SAAR RR CE 
SHALES AY ofp PR. EER A NR EA A: A eR A LR, 
并 月 也 容易 编制 程序 ， 但 是 在 用 于 产生 随机 数 时 却 不 够 快 。 rene IDARE, 
需要 进行 对 数 、 并 方 、 正 弦 和 余弦 运 算 ， 而 这 些 送 算 耗 费 机 时 。 后 一 种 方法 虽然 多 一 些 运算 ， 
并 在 第 (3) 步 时 有 大 约 210i BHN RSH, ea Ts Sassen, 因而 产 牛 
随机 数 的 速度 要 快 些 ， 正 态 分 布 抽样 的 其 他 方法 下 面 还 要 介绍 。 


Er AMER Lette 


3. 会 选 抽样 法 

舍 选 法 是 治 * 诺 曼 (Von Neumann) Ase “ 服 直接 抽样 和 变换 抽样 方法 的 图 难 最 时 提出 来 的 ， 
它 抽 样 的 基本 思想 是 按照 给 定 的 分 布 密度 晴 数 f(x)， 对 均匀 分 布 的 随机 数 序 列 任 进行 舍 选 。 
会 选 的 原则 是 在 Fo 大 的 地 方 ， 抽 取 较 多 的 随机 数 上 : 在 fw 小 的 地 方 ， 抽 取 较 少 的 随机 数 
所 ， 合 得 到 的 子 样 中 站 的 分 布 满足 分 布 密度 函数 /中 的 要 求 。 这 种 方法 对 分 布 密度 函数 F(x) 
在 抽样 范围 内 有 界 ， 且 其 上 界 是 容易 得 到 的 情况 ， 总 是 可 以 麻 用 的 。 它 使 用 起 来 .全 分 灵活 ， 
计算 也 较 简 单 ， 因 而 使 用 也 比较 广泛 。 但 是 这 种 方法 ， 对 Fo 在 抽样 范围 内 阔 数 值 变化 很 大 
的 时 候 ， 效 率 是 很 低 的 ， 因 为 大 量 移 均匀 分 布 抽 样 点 被 舍弃 了 。 由 于 这 个 原因 ， 有 时 我 们 这 
择 另 外 一 些 更 有 效 的 方法 。 下面 我 们 对 舍 选 法 做 一 些 介绍 。 

(1) 第 一 类 售 选 法 。 设 随机 变量 妖 在 [e, 相 上 的 分 布 密度 冰 数 为 a o AEH a,b] 
上 的 最 人 值 存在 ， 并 等 于 


L= max Fn = (2.3.26) 


xleh} 

TERRE AF (rt xe [a,b] AEA KREE, EAL. RIAA eA eH RA: 

(a) 选用 均 和 名 的 [0，1] 区 闸 的 随机 数 & ， 构 造 出 [a,8] 区 间 . 上 的 均匀 分 布 的 随机 数 
6 =at(b—-a¥, 。 

O 再 选取 独立 的 均匀 分 布 于 [0，1] 区 间 上 的 随机 数 扎 ， 判 断 & < ¥(6) 是 否 满 足 。 如 
满足 土 面 不 等 式 ， 则 执行 Cc); 如 不 满足 ， 则 返回 到 步骤 Ca). 

(c) 选取 n=5 作为 一 个 抽样 值 。 

重复 上 面 三 个 步骤 ,就 可 以 产生 出 随机 数 序列 负 }, 它 满足 分 布 密度 函数 fl) .如 图 (2.3.1) 
所 示 ， 合 选 抽样 第 二 步骤 判断 不 等 式 &, < (8)， 是 为 了 保 评 随 机 点 (6, 总 / AET Fe) MA 
的 下 面 。 因 为 x 取 值 在 [xz, x + dx] 内 的 概率 等 于 面积 比 


Fe 
= f(x (2.3.27) 
F fOr jix 
这 样 ， 上 述 抽样 步 又 得 到 的 随机 数 数列 是 以 分 布 
密度 落 数 f(x) 分 布 的 。 由 于 随机 点 {6,&,/ 科 落 在 
曲线 f(x) 以 下 才 被 接受 ， 并 且 记 有 产生 的 点 都 
落 在 面积 t 节 -四 的 范围 内 ， 因 此 可 以 算出 采 有 该 
方法 的 抽样 效率 为 
zak fix 1 
= i-a) Le-a) 
显然 我 们 希望 效率 能 够 越 高 越 好 。 如 果 L 很 人 
CEN f(x) AA UE), MUE ee h E a E T 
W. A Ta, RATAREA T rA 
的 第 二 类 舍 选 法 。 
例 ”对 随机 变量 抽样 。 它 的 分 布 密度 函 
数 为 


”2.3.28) 


图 2.3.1 第 一 类 合 选 法 抽样 中 的 了 (x) 条 (X) 图 并 


he le aA Hina 


f = ee (2.3.29) 
E RFRA IR, BER ort Až 
F(x} = x 
抽取 在 W0，11 区 问 上 的 均匀 分 布 的 随机 数 上 < 。 今 


gsx 
则 有 
xa JE (2.3.30) 


x 为 9 的 子 样 的 一 个 个 体 。 但 是 公式 (2.3.30) 路 开 方 运 算 景 较 大 ， 可 改 用 舍 选 法 来 做 。 


L = max f(x) = max 2x = 2 (2.3.31) 


依 妥 第 一 类 含 选 法 步骤 ， 可 依次 产生 独立 的 0， 了 区 间 上 的 均匀 分 布 的 随机 数 =_ «Al 
č S 5G) =8 


是 否 成 立 。 车 成 立 ， 则 取 *= 占 ; 若 上 面相 等 式 不 成 立 ， 可 以 上 月 产生 一 组 老 EL 进行 重复 试 
验 。 但 实际 上 ， 因 为 总 ,所 本 来 就 是 任意 的 ， 如 时 上 SE Rm, PAE SE. RU 
E S TRY, ASHE ME, 互 换 一 下 ， 这 个 不 等 式 就 作 定 成 立 。 所 以 可 以 取 
r= max €,,£,) 
KM LCR PE RT CAE SA. TA oa EB 
roi 7 xe[0,1,n=12,... 


{2.3.32} 
其 他 
用 合 选 法 抽样 ， 依 次 产生 独立 的 I0， 直 区 间 .上 的 均匀 分 布 的 瑚 机 数 &,,&, .< WR 
X=max(E ,EE (2.3.33) 


的 随机 数 数列 的 分 布 必 定 服 从 (2.3.32) 公 式 的 分 布 。 
(2) 第 二 类 舍 选 法 。 很 如 x) 和 Fo 辐 十 在 xe 01 区 域 上 的 分 布 密度 函数 ， 并 且 fo 
可 以 写 为 


fan Le 1. £6) } h(x) = LEDR (2.3.34) 


其 中 LARE ERRE eSI Wy = max ZED > 1。 g(x) 可 视 为 另 一 个 随机 变量 的 分 


xe[0. fx 
布 密度 函数 。 PALMER AOBA a RE, TOURNA FES RRND, 
@ EO, IE ERAAN EAO) DA AES 7, « 
(b) 判别 上 < g(n,) 不 等 式 是 否 成 立 。 如 果 不 成 立 ， 则 返回 到 步骤 a). 
C) 选取 = ,作为 服从 分 布 密度 函数 (x) 的 一 个 抽样 值 。 
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PHATE LAH REL. BA BP a AS RSI — 
给 出 。 NUSEN 当天 (三 1 时 ， 问 题 则 化 成 了 第 一 类 省 选 法 的 情况 。 亚 然 具 
A 有 (x) 的 抽样 比 从 F(x) 的 抽样 简单 得 多 时 ， 才 能 表现 出 这 种 合 选 尘 的 优越 性 。 这 种 方法 
的 抽样 效率 为 EE = 1/ Lo 

例 ”采用 第 二 类 舍 选 抽样 法 来 产生 标准 正 态 分 布 的 随机 抽样 值 。 标 准 正 态 分 布 密度 函 
数 可 以 写 为 


(7) = ee ex -=} ， (—> < x < +) (2.3.35) 
ATH ee, MOH ewe. + 
2e 
L=, |-— 
pis 
hose”, (<x < +) 
g(x) = exp{- {x-1 /2}, (0 < x < +e) (2.3.36) 


BEF f(x) 是 x ROR, Po AY LAE (0,400) 区 域 上 抽样 后 反射 到 (oo,0) 区 则 上 的 抽样 值 。 
这 样 我 们 可 以 只 考虑 公式 (2,3,35) 和 (2.3.36) 中 (0,+eo) 区 域 的 抽样 。 此 时 在 对 Fo = Lehi) 
的 抽样 中 ， 对 hcx) 的 抽样 可 以 用 喜 接 抽样 法 。 由 ,=~In 台 算出 7 的 值 ， 然 后 产生 随机 数 &, ， 
APE, < g(1,) 是 否 成 立 ， 也 即 判 断 不 等 式 


(n, -D° S-21n, (2.3.37) 
ETRE. MOAN, MeF, ATA A(x) 直接 抽样 ， 如 成 立 ， 则 抽样 值 为 站 。 该 抽样 
的 效率 为 e= jZ è 
F 
(3) 第 三 类 舍 选 法 。 如 果 分 布 密度 函数 可 以 表示 成 积分 形式 
f@= uf g(x, ydy (2.3.38) 


其 中 gix, y) ERDA E (x, y) 的 联合 分 布 密度 函数 ，h(x) 取 值 在 y 的 定义 域 上 。 常 数 工 
定义 为 


L= ype B(x, ydrdy > 1 (2.3.39) 


这 时 可 以 设计 如 下 的 售 取 抽样 步骤 : 

(a) 由 联合 分 布 密度 函数 g(x, y) THR, n ULAR. 

b) 判别 nn 三 h(n, 是否 成 立 。 车 不 成 立 ， 有 返回 (a). 

(c) 取 分 布 密度 函数 f(x) REE = 

该 方法 的 抽样 效率 为 T7 工 。 可 以 证 明 抽取 的 子 样 中 必 < x 的 概率 等 于 在 7 ， < h, 条件 
下 ， 当 ,所 出 现 的 概率 。 即 


p{nsx}=p{n, san, <a(n,)}= 


pin, San, SAM) 
Pm, Sta) 
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一 F an f sp)dn _ x 
Eaj” gi n)di ” 


Ait, BAIA T DUG (Bayes) EE. EPR aS oe A POA. 
“4x,y 相互 独立 时 ， 则 有 giy) = g(x)s sy)。 巾 此 公式 (2.3.38) 可 以 化 为 


KORAD MEAO (2.3.41) 
车 进一步 假定 0< AG)S1, HA 


E ji glin ta) de, far (2.3.40) 


_ fl, ye fo.) 
| 0, 其 他 (2.3.42) 


WA fix) = xyg(x)， 这 正好 属于 第 二 类 会 选 法 处 理 的 分 布 密度 函数 类 型 。 

例 APE Oe A ae SE 

解 ” 此 问题 可 以 采用 直接 抽样 法 。 由 [0，1] 区 间 上 的 均匀 分 布 随机 数 问 产生 出 [0,2x] 的 
均匀 分 布 随机 数 5 = 2x£， 方 位 角 余 弦 的 抽样 值 为 9 = cos6 。 但 是 由 于 余 强 运算 量 较 大 ， 可 
以 改 用 第 三 类 使 选 法 。 


Fr RRND TERANA 

+ lja el 

F(X) =45% Yl- x (2.3.43) 
O, 其 他 

取 独 立 的 在 加，1] 区 间 上 均匀 分 布 的 随机 煞 占 和 品 EN 
x= E -E 
¿i +&3 (2.3.44) 

了 二 E +i 


反 解 公式 [2.3.44) 上 所 示 方 程 得 到 


é,= + 四 =h (x,y) 
|1 
É, = z747% =h, (x, y) 


现在 我 们 来 求 出 (x, y) 所 满足 的 联合 分 布 密度 函数 。 

g(x y) = fhos y), h(x, yD || (2.3 46) 
其 中 为 E ，&, 的 联合 分 布 密度 范 数 。 和 由 于 Et, 和 上 , 均 为 区 间 I0，11 的 独立 均匀 分 布 的 随 
和 机 数 ， 因 而 G3, 训 (% 站 =1。 几 的 计算 可 以 用 公式 (2.3.1 和 9。 联合 分 布 密度 函数 
8 (Xx, y 的 计算 结果 为 ; 


(2.3.45) 


1 
, Hy < O< y<], 
g y= 41-7 i (2.3.47) 


O, teha 
利用 公式 人 (2.3.47)， 可 以 将 公式 (2.3.43) 改 写 为 
22 


rr 


fy = 二 | g nay (2.3.48) 
元 上 


这 相当 于 公式 (2.3.38) 中 =4/x， 有 (xX) = 。 因 此 可 以 用 如 下 的 抽样 步骤 来 实现 ， 
2 2 
O PEO, IER ERSA IAME A HEBE Mynie. 
+ 


2 
l 


(b) AUR yS R(x) = 1RR WARRE Ca). 
ay ae FER _&-& 2] à a8 ”一 26152 
O THA IK COs MERN = ETE. sin @ MEB = i. 
AME R H sin 外 的 抽样 值 ， 但 此 时 sin 总 是 下 的 。 这 种 方法 的 效率 为 E=X/4=0785， 
这 个 效率 值 还 是 比较 好 的 。 在 此 基础 上 ， 我 们 可 以 进一步 对 抽样 步骤 做 些 
改进 ， 按 如 下 步 又 进行 抽样 : 
(a) 产生 [0，1] 区 域 上 的 独立 均匀 分 布 的 随机 数 志 和 5 。 令 x = 所 ,y= 2E l. 
ib) AUB x? + oy? < 1 是 否 成 立 。 如 果 不 等 式 不 成 立 ， 则 返回 到 cad. 
(@) 取 cos9 的 抽 祥 值 = =, sing 的 抽样 值 为 六 = 22 
xo + ye x+y 
改进 后 的 sin o PAPER LAE By A A. 
4， 和 复合 抽 样 法 1 
处 理 具 有 复合 分 布 的 随机 变量 的 抽样 。 所 谓 复 合 分 布 是 指 随机 变量 x， 它 服从 的 分 布 与 
另 一 个 随机 变量 y 有 有关。 一般 复合 分 布 密度 函数 可 以 表示 为 
f(x) = | gC 1 Yay)dy (2.3.49) 


其 中 g(x1y) 表示 与 参数 y 有关 的 zx 的 条 件 分 布 密度 函数 ， 而 用 y) 是 y MADR. X 
时 可 以 采取 如 下 的 方法 来 抽样 : 首先 ， 由 分 布 密度 函数 所 办 抽取 ypo EN gil y) IE 
x, 的 值 ; 


Es = Kody) (2.3.50) 
于 述 抽样 步骤 是 因为 
P(x SG, < x+ dx) = p(x £ Xn) < ¥ + dx) 
= 人 gc | yhy dydx = fode (2.3.51) 


所 以 服从 分 布 Fa 。 
(1) 加 分 布 抽样 。 作 为 复合 抽样 的 特殊 情况 , 在 此 首先 介绍 加 分 布 抽样 。 数 学 上 加 分 布 
的 一 般 形式 为 
f@)=¥ ph (x) (2.3.52) 
其 中 
0<P<1， £p, =l (2.3.53) 


这 即 是 意味 作 总 体 分 布 以 概率 p, BAA h OO 。 公 式 (2.3.52) 明 显 地 是 公式 人 2.3.49) 的 特例 。 
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和 


抽样 的 方法 如 下 : 
(a) 取 [0,1] 区 总 均匀 分 布 随机 数 上 ， 解 下 面 的 不 等 式 求 得 半 。 


nL a 
> pr < 加 < > P; 
i=l i=] 


(b) RAIN a). RHE, ARE OR = 7, - 
TRE BPE RS ap Le AS TN J 2 BH BH a 


(2.3.54) 


BY BRATHAN. BERGE A SHARES OY RAR. 球 壳 内 一 点 到 球 心 距离 为 ， 


则 ” 的 分 布 密度 函数 为 


FN = RSrSR, 
R -R 


(2.3.55) 


解 用 直接 抽样 法 , WOKA EA SABLE, Wy =[(R- RER] 的 取 


值 就 是 以 产 门 分 布 的 一 个 抽样 值 。 
为 了 避免 用 运算 量 较 厂 的 开 方 运算 ,可 以 改 用 复合 抽样 。 令 
ra(R-R)xtR. A=R+RR+R 
则 公式 (2.3.55) 林 以 化 为 
_R-RY 2 3RR-R), ,3R 
A) = i 3x + 2x + Fi 1 


图 (2.3.2) 为 对 该 问题 抽样 的 程序 框图 。 


PPP RAALEE,. o Soe Ge 


ESRA 


qmari £,,65.64) 


23.2 球 壳 均匀 分 布 的 抽样 图 


(2) 减 分 布控 样 。 此 类 抽样 的 分 布 密度 函数 为 
FO) = Ag GOA g 


x 定义 在 区 域 [qa,b] E, A 和 A, 为 非 负 实数 。 令 mm Agoa oB FA, BE 


m = min gx) 
selat] 209 


w 


(2.3.56) 


(2.3.57) 


(2.3.58) 


O< f(x) = TER -A Zaa zt] < g (XN(A ~ Ay) (2.3.59) 
g íx 


因为 4 —Aym >, 所 以 


o< FO <] (2.3.60) 
{A — Am) gix) 
> 
h(x) = f(x) -Å A ald (2.3.61) 
(A-AmgG@) A-Am A-Am gC) 


M foo 可 以 写 为 : 

F(x) = (A, -A m) (g (x) (2.3.62) 
由 公式 (2.3.61) 和 不 等 式 (2.3.60), 我 们 可 以 知道 90< ho <i. 因而 按 第 二 类 人 镶 选 法 抽样 即 可 。 
抽样 效率 为 


L 


E= (2.3.63) 
(A ~ Am) 
类 似 上 述 方 法 . 我 们 可 以 将 f(x) SA 
Jœ — Ag.) (2.3.64) 
其 中 
hy =— Bi) __ An (2.3.65) 
A —Aym g,(x) A —Am 
O0<h,(0) <I (2.3.66) 
同样 按 第 二 类 舍 选 抽样 法 ， 其 效率 为 
E=— —_ = mE, (2.3.67) 
(A, — Amn) 


改写 f(x) 为 公式 (2.3.62) 或 者 (2.3.64)， BATX f(x) 的 抽样 是 再 比 对 名 (区 抽样 方便 。 如 对 
eco SHAE Ty HWA (2.3.62)Q; 反之 则 用 人 2.3.64) 式 。 当 对 gg( 和 g,( 邓 抽样 的 难度 相差 元 儿 
EY, GE EB m > 138m <1 来 判断 哪 一 种 方式 抽样 的 效率 高 ,， 最 后 采用 效率 高 的 抽样 密度 滑 数 
表示 。 
(3) 乘 加 分 布 抽样 。 此 类 分 布 密度 函数 形式 为 
fO=YA os, rekah] (2.3.68) 
其 中 五 (2 三 0。 为 简单 计 ， 下 面 我 们 只 考 虚 两 项 (w=2) 的 情况 . 对 更 多 项 { n>2) 情况 的 一 般 
表示 可 以 以 此 作 推 广 。 
设 n 的 分 布 帘 度 函数 为 : 
f(x) = Hs) + HX) 8x) (2.3.69) 
如 果 令 
p = [ye (dx P: = | A, œg, 0x (2.3.70) 
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则 必 有 py + py =1。 这 样 我 们 可 以 改写 f(x) 为 ， 
fio =p, H ix) gð + pa A(x) 

Py Poa 
ERNER BA a BE A ROERE AKA A EE. 
我 们 也 可 以 采用 另 一 种 方式 ， 将 公式 “2.3.69) 改写 为 


B(x) = peta) + pagal) (2.3.71) 


FO) =, + Mage Ae ao 209} (2.3.72) 
EF M AM, ADE AOA (x) CE fab] LA LH. $ 
L=L=M 4M, H@ = MAG). D = Mhe) (2.3.74) 
则 
£00 = pha Vg) + pl tg] (2.3.75) 


这 样 的 分 布 密度 函数 形式 就 可 以 采用 加 分 布 抽样 和 第 二 类 舍 选 法 抽样 。 这 种 姓 理 方法 的 效率 
不 如 前 一 种 方法 高 , 但 省 掉 了 公式 (2.3.70) 的 积分 计算 。 
(4) 对 减 分 布 抽样 。 设 分 布 密度 函数 f(x) 的 形式 为 


Fa = Hg Hg xe lab] (2.3.76) 
+ 
= min Hg + M = max (x) (2.3.77) 
welt] H (ag o) selah] 
则 有 如 下 的 关系 : 
0 < fn = Hye) 一 ee | S HWB -mn < MI- (2.3.78) 
HW EX) 
AS 
= _ C840 (2.3.79) 
AG) M, d- mi) [a (x) 2.0) | 
则 fO =Ma- mhg) (2.3.80) 


Hy 5k (2.3.78) (2.3.79), 可 以 知道 0 < A 0O S1, 因而 实际 上 对 (QQ.3.89) 式 的 抽样 可 以 采 
用 第 二 类 舍 选 抽样 法 。 采 用 如 上 类 似 的 方法 , 不 难 将 分 布 密度 函数 fm 改写 为 


FD = M, lm M hwg (2.3.81) 
其 中 MM 为 二 多 在 [a,b] 区 间 的 上 界 . H 
m Hdg (x) 
= -#. 2.3.82) 
A(x) -m | 2,2) .| £ 


有 (四 在 [a,b] 区 疝 上 满足 0 < h(x) 1。 对 公式 (2.3.81) 的 抽样 方法 与 前 面 对 (2.3.80) 式 的 抽样 方 
法 相同 。 
5. 特殊 的 抽样 方法 
便于 实际 上 处 理 的 抽样 分 布 往往 是 多 种 多 样 的 , 有 的 分 布 是 从 实验 测量 得 到 坤 无 法 用 数 
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学 公式 解析 地 表示 出 来 。 即 使 有 时 能 解析 地 给 出 分 布 函数 形式 ， 但 是 用 上 而 介绍 的 方法 也 可 
能 殷 难 实现 抽样 ， 或 者 原则 上 可 以 实现 用 解析 的 毁 式 给 出 分 布 函数 ， 伍 抽样 时 的 计算 量 很 人 
或 效率 很 低 。 因 而 针对 县 体 的 问题 ， 有 时 采用 近似 抽样 方法 是 十 分 必要 的 。 当 然 如 果实 验 测 
量 或 理论 计算 得 到 的 近似 分 布 密度 函数 在 抽样 范围 内 是 有 界 的 ， 我 们 总 是 可 以 采用 念 选 法 。 

但 是 这 种 方法 对 分 布 密度 函数 在 抽样 范围 内 起 伏 比 较 大 时 ， 其 抽样 效率 很 低 。 对 这 种 分 
布 进行 抽样 的 最 好 办 法 是 采用 下-… 节 中 介绍 的 技巧 之 一 来 进行 。 这 里 我 们 只 介绍 一 些 近 似 抽 
样 方法 。 

(1) 对 由 直方 图 给 出 的 分 布 的 抽样 。，- 维 直方 图 给 出 的 分 布 反 映 了 菜 一 随机 变量 出 现 的 
频数 。 它 实际 上 是 以 图 形 形 式 给 出 随机 变 最 在 各 道上 的 分 布 密度 函数 f(x) 和 分 布 函数 F(x) 的 
iie 如 果 随机 变量 在 第 j 道内 的 频率 数 为 n) ， 则 到 该 道 的 累积 分 布 数 为 闷 %，， 表 假定 抽样 范 


国 是 从 1 道 到 NN 道 ， 则 在 第 j 道上 的 分 布 函 数值 为 


Po) Vn /dn (2.3.83) 
它 的 抽样 可 以 采用 哈 梯 近似 法 ， 即 抽取 均 名 分 布 随机 数 £， 找 出 满足 不 等 式 
FO) SE < F(x) (2.3.84) 


的 i 值 ， 把 对 应 的 xz 值 作为 抽样 值 ， 即 取 有 = x;。 这 种 做 法 实际 上 就 是 用 着 下 个 前 后 相 接 的 
阶梯 性 函数 值 米 近似 F Cx) a 

进一步 作 细 致 的 考虑 时 ， 我 们 可 以 用 线性 插值 法 求 出 抽样 值 。 从 不 等 式 (2.3.84) 决 定 出 的 
iM x, 的 值 ， 求 出 

x+ Ge) (2.3.85) 
F) — FEO) 

取 7 = x 作为 抽样 值 。 

上 上述 方 法 由 于 需要 逐 道 地 计算 尘 积 分 布 数 F(5) ， 来 判断 与 随机 数 占 值 对 应 的 满足 不 等 
式 (2.3.84) 的 x; 值 ， 因 而 效率 很 低 。 吉 姆 斯 (FJames) 提 出 的 折 半 查找 法 是 以 计算 最 靠近 的 
Foxa) A Fx) 的 值 ， 并 求 出 线性 插值 来 作为 抽样 值 。 这 种 方法 可 以 提高 抽样 效率 。CERN 
程序 库 小 的 HISRAN 子 程序 采用 的 就 是 这 种 方法 。 使 用 该 子 程序 的 方法 如 下 : 

DIMENSION  Y(NBINS) 


CALL HISPRECY, NBINS) 
CALL HISRANCY, NBINS, XLO, XWID, XRAN) 


WHH: Y(NBINS): 一 维 数组 、 输 入 人 参数、 存放 所 需 抽 样 分 布 的 直方 图 路 各 道内 的 数量 ， 
NBINS: 总 的 道 数 。 
XLO: 第 一 个 道 的 下 界 。 
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XWID: 道 宽 。 
XRAN: 由 该 子 程序 输出 的 随机 数 . 

(2) 对 由 经 验 公 式 给 出 分 布 的 抽样 。 当 随机 变 芋 样本 的 一 绯 分布 密 度 函 数 盐 由 平滑 的 经 
BAK (x) 给 出 时 , 和 淄 用 的 技巧 是 采用 如 下 方法 : 首先 将 抽样 区 间 划 分 为 车 于 等 份 的 子 区 章 ; 
然后 在 各 个 子 区 间 内 对 分 布 密度 图 数 积 分 :再 计算 出 对 应 于 各 个 区 间 的 分 布 函数 值 ， 即 
FC) = 立刻 poa 最 后 再 采用 与 南 直 方 图 分 布 抽样 中 使 用 的 相同 办 法 来 求 出 抽样 值 。 这 


种 方法 在 求 对 应 于 各 子 区 问 的 … 组 分 布 函数 值 时 比较 耗 时 ， 但 依据 这 些 数 产生 随机 数 时 却 相 
Stk. CERN 程序 库 中 古 姆 斯 的 FONRAN 子 程序 中 便 采用 了 这 种 方法 , 它 将 抽样 区 间 分 成 100 
个 等 份 的 子 区 间 ， 人 在 计算 分 布 遂 数值 时 采用 了 焙 形 和 高 斯 积分 相 结 合 的 运算 方法 ， 并 用 四 点 
多项式 插值 来 计算 出 抽样 值 。 该 程序 的 使 用 方法 如 下 : 

DIMENSION FSPACE(100) 

EXTERNAL FUNC 

XLOW= 

XHIGH= 


CALL FUNPRE(FUNC, FSPACE, XLOW, XHIGH) 
CALL FUNRAN(FSPACE, XRAN) 


说 明 ， FUNC: 外 部 函数 名 。 为 抽样 密度 函数 。 与 之 对 应 ， 在 用 户 程序 中 应 有 子 程序 
FUNCTION FUNC(X). 
XLOW: ”输入 值 ， 实 型 数 ， 抽 样 范围 下 界 。 
XHIGH: ”输入 值 ， 实 型 数 ， 抽 样 范围 上 界 。 
XRAN: ”输出 值 ， 按 分 布 密度 冰 数 FUNC(CS) 分 布 的 抽样 值 。 
G) 反 函 数 近 似 。 设 随机 变量 用 以 分 布 遂 数 严 ( 妇 分 布 。 采 用 直接 抽样 法 ， 取 1 = FE)， 
则 可 以 从 均 句 分布 的 随机 变量 抽样 值 6 得 介 随 机 变量 下 的 抽样 值 。 但 是 在 实际 抽样 中 ， 往 往 
及 函数 F717(y) 的 解析 形式 求 不 出 来 ， 因 而 就 用 近似 计算 方法 求 得 1(y) = OG). LL QD 作为 
好 的 抽样 近似 值 . 这 就 是 反 函 数 近 似 。 假 如 严 ” (7) 具有 邵 下 性 质 ， ye 了 [0,1]， lmF O)=— 
和 limF *(y) = 400, 此 时 ， 可 以 利用 最 小 二 乘法 拟 合 曲线 Cy) 的 函数 。 例 如 我 们 取 
F'(y) = Oy) =at+bytcy +a- yf Iny+ pll- y) (2.3.86) 
TRF BIE AS AS) A aE EBT TD. Be, PB,a,b,e 是 待定 参数 。 当 
Roy tha RA HS RAEN, BRR Pade iT. 
Libr ve EAS 74 NCO) 为 例 ， 这 种 分 布 密度 函数 的 分 布 函数 F(x) 的 解析 形式 是 无 法 用 一 
般 函 数 求 出 的 。 因 而 所 人 (也 难以 求 出 来 ， 以 便 采 用 直接 抽样 法 进行 抽样 。 但 是 我 们 可 以 腔 
用 近似 抽样 活 。 利 用 分 布 函数 定义 的 公式 ， 我 们 有 


1 x 


Mo 1 -> Oy) 
= st Ode -天 = “dr 2.3.87 
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Ry, =. a= 1,2,.199) ， 即 将 [0，1] 区 间 分 成 200 等 份 ， 取 区 间 内 有 199 个 点 ， 得 到 


200 
è 
y, = oo l tay (k = 1,2,...199) (2.3.88) 
t d fon i i 
y 1 -三 
209, gr dx (2.3.89) 


利用 逐步 回归 法 计算 出 公式 623.86) 中 的 各 个 系数 为 : 
a=-08268 ， b=1673%6, c=0 
C=0.3315 , B——0.3315 
(4) 近似 收 正 抽 样 。 对 于 任意 已 知 的 分 布 泌 度 函数 ft) ， 若 f(x) 是 了 (0 的 一 个 近似 分 布 
密度 函数 ， 并 且 以 站 ( 妆 分 布 的 抽样 简单 ， 运 算 量 也 小 ， 则 可 以 令 


= min, f a (2.3.90) 
ABS) AN Ah AE PR BT WR aR HED 4 SE BS} ER 
FQ = mf + LWA (2.3.91) 
FCP A) fh) ERTL £0) = mi) AI —-MBIE, BE 
H,007,00 = feo -mi (2.3.92) 


$TM = maxx), FAK (2.3.91) PBR SMS HHA R369, DUR AREA 
Hm. ROPER AIT] DACA A 2.3.3 的 抽样 框图 来 抽样 。 
a east. tn (加 取得 好 ，mz 接近 与 1， 虽 大 部 分 抽样 值 能 直接 用 RAS 
WAAD RAR n, 的 抽样 值 。 实 际 上 2.3.91) 式 右 近 第 二 项 只 是 对 近似 分 布 密度 函数 
reo HAE. 这 种 方法 在 fo) 的 函数 形式 比较 复杂 时 ， 使 用 是 很 方便 的 。 


EEIE, 


12.3.3 近似 修正 抽样 框图 

《5) 极限 近似 法 ， 在 本 章 第 一 节 中 介绍 的 中 心 极限 定理 可 以 用 来 产生 具有 正 态 分 布 的 
随机 变量 抽样 。 它 利用 任意 分 布 的 随机 数 的 和 来 产生 正 态 分 布 的 抽样 值 。 假 如 &,&,…， nee 
(0, IRI 上 a SSS ATA BAL EA. CAPA 2, TÆN 1/12- 


实 上 ， 我 们 有 
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ee A A A Aiie e E 


EXE} = ["x- fod = fx- Idx = : 
vel- ee") EET = fx sonar (3) -1 


12 
BR =E +Ë tutë A 
E{R,}= [ne fde = Pax - Ide =Ž 
Vik, }= rt 小 [eta == 
根据 中 心 极限 定理 ， 引 入 新 的 随机 变 景 5。 


则 
1 X 2 
lim p(6. < x) = —— | ef “dt = NCO] 
lim p(S, < x) = = J (0.1) 


通常 取 n=12， 就 认为 n 趋 于 无 穷 大 了 。 因 此 ， 我 们 可 以 直接 用 5,，( 当 n>>!1 时 》 作 为 标准 正 
态 分 布 的 抽样 值 。 此 时 随机 变量 8, 为 
0, = Ry — 6 
这 种 抽样 的 方法 称 为 极限 近似 法 。 但 是 要 注意 ， 如 果 取 n=12， 采 用 这 种 方法 抽样 时 ， 则 
la > 6 的 情况 已 经 完全 忽略 。 老 要 考 虚 || > 6 处 的 情况 ， 必 须 取 “> 12 或 改 用 其 他 的 抽样 办 法 。 
6. 多 维 随机 向 量 的 抽样 方法 
多维 随机 向 量 的 抽样 是 给 常 磁 到 的 神 题 。 如 随机 向 量 各 分 量 是 互相 独立 的 时 候 ， 问题 可 
以 化 为 对 各 个 分 量 分 别 进行 独立 抽样 ， 因 府 能 够 应 用 前 面 讲 述 过 的 各 种 方法 。 候 是 在 一 般 情 
况 下 ,各 个 分 量 是 互相 关联 的 , 这 就 使 问题 变 待 很 复杂 。 下 面 给 出 这 种 情况 下 的 几 种 抽样 方法 。 
(1) 舍 选 法 ， 设 随机 向 量变 量 中 的 各 分 量 为 及 ,并用 » 
T= ) (2.3.93) 
它 的 联合 分 布 密度 函数 为 f(x, xz， 抽样 范围 在 平行 多 面体 
fa, <x, Sb, a, Sx, Sb, a, Sx, <b} 
内 。 令 在 该 范围 内 ， 
L = sup f(t. Xar KX ) < + (2.3.94) 
RTE Bl nn BE RIAA OF 
首先 产生 n+] PO, VERS oy TBHP E E,-E,,. SISA ED FR 


; En < Ff -a +4. -aÉ tab, —a, Én +a,] (2.3.95) 
是 否 成 立 。 若 不 等 式 成 立 ， 则 得 到 人 的 一 个 抽样 值 ， 该 向 量 的 各 个 分 量 值 为 
n= -aE +a. G=,- n) (2.3.96) 


若 (2.3.95} 不 等 式 不 成 立 ， 再 重新 产生 n+] 个 随机 数 &,， BR CMR, 直 空 该 不 等 式 成 立 。 
这 种 方法 的 效率 为 
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E- l (2.3.97) 
Jie —a) 


显然 这 个 效率 较 低 ， 而 且 工 的 计算 也 很 困难 。 这 就 在 很 多 情况 下 限制 了 它 的 使 用 。 
(2) 条 件 密度 法 。 以 二 维 随 机 向 量 为 例 ， 介 绍 一 下 条 件 密度 函数 的 概念 。 设 ?= mm)" 
的 联合 密度 函数 为 (za ,za) ， 若 企 某 一 特定 的 点 为 处 ， 


JT Foy. x, )dx, >0 


则 定义 
fy 1x) = fOr) [of mde (2.3.98) 
EP f(x, |x.) 称 为 在 n, =x, 条 件 下 ，, 的 条 件 分 布 密 度 函 数 。 这 时 可 以 将 f(x,x) 表示 成 
Fam) = Fm a) | f(r Ne (2.3.99) 
用 类 似 的 方法 可 以 将 三 维 随机 向 量 的 联合 分 布 密度 函数 写 为 
fm Xs Ka) = FH) f(x EDE AEs lx) (2.3.100) 
上 面 公式 中 ， 


Fi) = [fo 2.x ded, 
Fa (% | 4) = [FG aide / fC) (2.3.101) 
I | XXa) = fm wo, XA ` J- | x, )] 
进一步 推广 到 = 维 随机 疝 量 也 是 容易 的 。 
Fp XxX) = AiO) foe A) PG | qed AG Lh (2.3.102) 
若 能 将 nn 维 随 机 向 量 的 联合 分 布 窗 度 阔 数 表 示 为 (Q2.3.102) 式 的 形式 ， 就 可 以 用 如 下 步 弛 来 实 
D 由 天 (x,) 为 分 布 密度 函数 产生 放 的 抽样 值 ) =x- 
D 在 有 = 的 条 件 下 ， 巾 分布 窗 度 函数 f(x, |, FER, = x 
© 在 区 =x, m =x, FRR. Ae A, laa) 抽取 ma =x,- 


@ Ën ee eR =X BRIEF, AAEE E 
Fan V Xis Xar a Xn) ARN, = x, 
最 后 就 得 到 了 n= (rary) KOIPE (rx x)» 
例 中 子 入 射 角 (@,9) MAREA Sd A 


£(@.0)= 104 V3singsin®)singsin’ 6 
a (2.3.103) 


/2>020,086S2/2,0=3423)A/12 
0 为 归 一 化 常数 ， 现 要 求 对 其 余 纺 nn = cose,d = cosg 做 抽样 
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Fr 让 = 12 J1- Fh ty 7)0 - Al (2.3.104) 


(3+ 23e 


A(D= 12 | 


(342/3)a| 4 


flyla)=———- —— fi-¥ (143 fa-)0-9)) 


zB Vi 


(2.3.105) 


划 fa. y= fOAG ly) > RAMA (x) 抽样， 将 其 化 为 


Aa) = P+ 1~x° 
_ 3 _ 23 
Ass 3428 
用 前 面 介绍 过 的 加 分 布 抽样 ， 可 以 得 到 它 的 抽样 框图 ( 见 图 2.3.4)。 抽 出 n=&, 所， 再 对 


PARE EE, 


So 


s 


图 2.3.5 PFAM Siki EE 
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AOI JAR ó 值 ， 这 时 同样 可 以 使 用 加 分 布 抽样 法 。 其 抽样 框图 见 图 2.3.5 
3) n 维 正 态 分 布 随 机 向 量 的 抽样 。 当 nn 维 随 机 向 量 = (yn, … 人 1 了 服从 标准 正 态 分 
f= zeot /2}- sae one oh. pew x 12} (2.3.1065) 


SrH At BRA AE AY o sub yon Lit Hi AD) AAUP RASS Hy BUR ， 构 成 
iS ARE HY =." th, + T e 

Won 维 正 态 分 布 的 抽样 可 以 在 对 n 维 标准 正 态 的 基础 上 上 进行。 如 果 n ERR ey AR 
从 的 联合 分 布 密度 男 数 可 以 表示 为 如 工 的 下 态 分 布 形式 : 


FOs) = anyi- mj -exf wy M(x xa} (2.3.107) 


其 中 

x =i 

H= (thi, Hy) 
B=En}, Euan RZ. M RAND NDT, CRIES n BA, Ae 
元 Gy 为 


= En, ~ un, -= 9, (2.3.108} 
因为 M 是 正定 对 称 的 ， 所 以 总 可 以 找到 一 个 非 奇异 的 RSA A. HEM 分 解 为 
M=AA (2,3.109) 


可 以 证 明 ， 一 般 n EES AKN. T AON (2.3. LOATH REA mn 维 标准 正 态 
AFAR, ， 经 过 变换 来 得 到 ， 
N, =H +An, (2.3.110) 


il “二 维 正 态 分 布 的 抽样 
解 ” 设 和 = 如 ,服从 二 维 正 态 分 布 ， 对 其 胁 方差 矩阵 


m- 7? (2.3.111) 
Oy, Fy 
进行 分 解 ， 以 得 到 好 = 44 WER. BAJA EAT FHA A 为 
Gi, o 
A S, 6,0, oa, (2.3.112) 
{On on 
设 77 的 期 望 值 为 
w= (ye) 
2 EA EREN = (nn) UE AREA RN, = 《11。】 为 
N, =H + yout, 
1 re (2.3.113) 
Th, = Hs “Te. lon, + (Gj On ~ O) n, | 
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2.4 和 蒙特 卡 洛 计算 中 减少 方差 的 技巧 


A 2.1 节 的 讨论 中 可 以 知道 ， 蒙特 卡 洛 求 积分 的 方差 为 
o ~Viflin (2.4.1) 
其 中 v{f1 为 被 积 函 数 y RTE. Aak24. RRMA a 时 ， 蒙 特 卡 洛 计算 的 精度 
可 以 得 到 改善 ， 但 是 精度 提高 非常 缓慢。 因此 首 增加 蒙特 卡 治 计 算 的 随机 点 数 来 提高 精度 总 
是 耗费 大 量 的 机 时 。 这 对 于 在 多 重 积分 中 的 蒙特 卡 洛 计算 ， 问 题 就 尤为 严重 。 公 式 C2.4.1) 也 
告诉 我 们 ， 另 一 个 减少 计算 结果 误差 的 途径 是 减少 了 Ae}. ATA ERE 
减少 方差 w{f} 的 技巧 。 
一 、 分 层 抽样 
直觉 告诉 我 们 :蒙特 乓 洛 计算 的 较 大 误差 是 用 于 随机 点 选 得 不 够 均匀 引起 的 。 如 果 这 些 
随机 点 能 更 均匀 地 分 布 ， 那 么 统计 涨 落 就 会 小 些 。 当 然 直 觉 判断 的 东西 并 不 总 是 正确 的 ， 但 
是 至 少 可 以 作为 一 个 途径 来 尝试 减少 结果 的 误差 。 
数学 上 ， 分 层 抽样 是 基于 黎 曼 积分 的 特性 ; 
I= [rend = [f fxd + {fax, O<a<l (2.4.2) 
将 积分 区 域 划 分 成 小 区 域 是 在 数值 积分 中 常用 的 技巧 ， 但 是 在 用 蒙特 卡 洛 方法 积分 时 ， 这 种 
技巧 的 特性 有 所 不 同 。 蒙 特 卡 洛 的 分 层 抽 样 技巧 包括 了 如 下 几 个 步骤 : 首先 将 积分 区 间 (或 
PED 划分 为 不 相交 的 子 区 间或 子 空间 )， 然 后 在 第 ; 个子 区 间 (或 子 空间 ) 内 抽取 个 随 
机 点 。 如 果 将 子 区 向 长 度 〈 或 子 空间 体积 ) 记 为 { 芝 ， 我 们 将 子 区 间 《或 子 空间 ) 内 所 有 点 上 
HEM ERBAT {i yn, 之 后 登 加 起 来 ， 就 得 到 该 积分 在 这 个 子 区 间 的 积分 估计 值 ， 最 


后 将 所 有 子 区 癌 的 积分 值 登 加 起 来 ， 就 得 到 在 整个 区 间 的 积分 估计 值 。 这 样 得 到 积 分 (2.4, 2) 
的 结果 估计 值 的 方差 为 : 


vil- sP Erre- gie (2.4.3) 


ARE HRT te OA DA A o, E AE REA. EE 
人 和 n, 的 关键 是 要 了 解 被 积 函 数 证 在 了 区 间 内 的 特性 。 如 果 他 的 划分 和 nn, 的 选择 都 不 适 
当 ， 也 可 能 造成 更 人 的 误差 。 

我 们 若 不 管 被 积 函 数 的 特性 ， 而 简单 地 将 积分 区 域 划分 成 相等 的 子 区 间 付 ， 并 在 各 子 区 
间 内 抽取 相同 数量 的 随机 点 数 n,。 这 种 处 理 方 法 称 为 均 句 分 层 抽样 法 。 下 面 我 们 以 个 求 积 
分 的 问题 ， 其 体 比较 一 下 用 分 层 抽 样 法 和 用 原始 蒙特 卡 洛 方法 计算 得 到 的 方 莽 。 

设 所 求 积分 为 ; 


| 1 = [year Sa 
数学 上 可 以 将 (2.4.4) 写 成 


r= | fd = [ef Oda (2.4.5) 
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在 [0,1] 区 间 插 入 J Pht, Oa x, <a <-<x, 1. > 
p=] Aod 


= (x) Pp, Xy SX< x, 
7 / (2.4.6) 


5 =f Of OG =J) 
在 上 面 的 公式 中 ， 显 然 有 关系 式 
r= Zet (2.4.7) 


如 果 用 分 层 抽样 蒙特 卡 洛 方法 计算 (2.4.4 的 积分 值 在 第 j 个 子 区 间 上 以 (x) 分 布 密度 函数 
抽取 nj 个 简单 于 样 x (j=1,2.…, 了 7， 则 (2.4. 必 积分 的 无 偏 估计 值 为 


L= Le, i= 加 ee (2.4.8) 
令 第 了 区 间 积 分 的 方差 为 中， 根据 方 葵 的 定义 我 们 有 关系 式 
oF = Vig, )}= fE PA- (2.4.9) 
WLS) RARE BRI EV, JH: 
ED (2.4.10) 
jel f i=l] jel Ry 


如 困 用 通常 的 原始 蒙特 卡 洛 方法 计算 , Cop ah ee fH 个 简单 子 样 , 则 积分 (2.4.4) 
的 无 偏 估 计 值 为 : 


I == See) (2.4.11) 
它 的 方差 为 : 
1 之 os 
=— =“: 2.4.12 
vii} v Zivis} N ( ) 
其 中 心 又 可 以 表示 为 
i 
o; = fle- 1] fier = DL o- F Ad 
Z x) 一 
=p f kO- +, -IFF 
a Un 
=§p f kew- 1% +20, -D@@-1,) +, - ry Fod 
-¥ pe? +¥ pill, -IF (2.4.13) 


利用 公式 (2.4.9)，(2.4.10)，(2.4.12) 和 (人 .4.13)， 比 较 这 两 种 方法 计算 出 的 结果 的 方差 。 设 分 层 抽 
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样 法 的 总 抽样 数 为 N ,我 们 有 
N=ntmt +n 


则 
J 2 
vir}- vi, }= 二 bs + p(T,—7) |- yo; 
$e; 7 beg S eu, (2.4.14) 
公式 (2.4.14) 的 右边 第 二 项 显然 是 天 于 霉 的 量 。 第 一 项 的 正 负 则 是 取决 于 分 层 抽样 时 子 区 间 的 


划分 和 子 区 间 内 的 抽样 点 数 n;。 如 果 (2.4.14) 式 的 值 人 十 零 ， 则 分 层 抽样 计算 积分 的 方 其 小 于 
采用 尿 始 蒙特 卡 洛 方 法 的 方差 。 若 到 pj/nj=1N， 即 n,=Np)， 此 时 公式 (2.4.14) 中 第 … 
MAS, AA (2.4.14) BRATS. DORA eC OOS) REA Ze CEU a eR RRA 
法 小 。 这 样 的 分 层 抽样 方法 具有 实用 意义 。 如 果 采 用 均 勾 分 层 抽样 方法， 将 [0，1j 区 间 分 
成 v 个 相等 的 子 区 间 ， 每 个 子 区 问 内 抽取 的 点 数 让 = 六 /7 了， 并 且 这 些 点 是 均匀 分 布 的 ， 即 
9D=1,pj=1J4， 这 时 公式 (2.4.1 中 中 的 第 一 项 也 为 零 ， 因 而 (2.4.14) 式 的 值 总 是 下 的 。 由 此 我 
们 也 可 以 看 出 ; 均匀 分 层 搜 样 法 是 一 个 减 小 方差 的 保险 方法 ， 不 过 这 种 改进 方 共 的 方法 
在 个 别 情况 下 吕 能 效果 不 理想 。 
在 实际 应 用 中 ， 往 往 在 采用 分 层 抽样 时 并 不 简单 地 用 均 多 分 层 的 办 法 .特别 旦 在 用 于 名 
重 积分 的 计算 时 更 是 如 此 。 例 如 分 层 抽 样 法 用 于 求 多 重 积分 时 可 以 接 以 下 步骤 来 进行 : 
(1) 将 积分 区 域 《或 空间 划分 为 大 量 不 相交 的 子 区 间 (或 子 空间 }。 原 则 .| 可 以 任意 划 
分 ， 但 为 了 方便 起 见 ， 往 往 采 用 均匀 划分 的 办 法 。 
(2) 用 原始 蒙特 下 洛 方法 估计 每 个 于 区 间 《或 子 空间 ) 上 的 程 分 值 ， 再 将 各 个 积分 值 登 
加 起 来 作为 整个 积分 域 上 上 的 佑 计 值 。 显 然 这 个 积分 估计 值 的 方差 比 未 将 积分 区 域 划分 为 子 区 
域 时 所 得 的 积分 估计 值 的 方差 要 小 些 . 
(3) 调整 子 区 间 (或 子 空间 ) 的 边界 ， 使 得 被 积 函 数 在 每 个 子 区 和 间或 了 室 间 ) 内 的 积 
分 估计 值 大 致 相等。 
(4) 重复 (1) ~ G) Hee, AAAS RAR RMT. STR 庶子 空间 ) 的 积 
若 计 值 者 相等。 最 后 将 这 些 子 区 间 《〈 或 子 空间 ) 的 积分 估计 什 谷 加 起 来 得 到 该 积分 在 总 区 
闻 的 积分 估计 值 。 这 就 是 该 积分 的 数值 计算 结果 
采用 此 方法 的 子 程序 有 利 帕 格 (G,P. Lepage k) VEGAS. 它 是 用 于 计算 多 重 积 分 的 子 
程序 。 
二 、 重 要 折 样 法 
我 们 知道 当 被 各 函数 和 在 积分 范围 内 起 伏 很 大 时 ,用 蒙特 卡 洛 方法 计算 出 的 结果 误 莽 就 
很 大 ; 反之 如 果 所 有 的 蒙特 卡 洛 抽样 点 (或 向 量 ) 的 函数 值 都 相近 时 ， 采 用 蒙特 下 将 方 法 积分 就 
最 有 效 。 我 们 自然 会 想到 ， 在 做 蒙特 卡 洛 积分 时 ， 在 被 积 函 数 / 值 大 的 区 域内 ， 我 们 应 当 描 
上 取 更 多 的 随机 点 (或 向 量 );， 并 且 同 时 应 当 在 函数 了 值 很 大 的 区 域 适 当 减 小 被 积 函 数值 ， 以 抵 
销 需 产 牛 太 多 的 抽样 点 (或 向 量 )。 这 样 对 被 积 函数 上 加 上 权重 后 的 数值 就 会 在 积分 区 域内 变 
得 平坦 ， 从 而 可 以 减 小 结果 的 方差 。 
重要 抽样 法 的 原理 起 源 于 数学 上 的 变量 代 换 方法 的 思想 ， 即 
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1 PAD 2 ff (2.4.15) 
bdr [sy sd = oes OO 


此 时 随机 点 的 选择 不 再 是 均匀 的 ， 而 是 以 分 布 函 数 G0o 分 布 的 ,新 的 被 积 函 数 为 Fo FE 
BEIO. AR (2415) 中 g(x) =P 。 这 里 &( 称 为 偏 倚 分 布 密度 基数 。 该 方法 使 


原本 对 f(x) 的 抽样 ， 变 成 由 另 一 个 分 布 密度 靖 数 pope LO 中 产生 简单 子 样 并 附带 -个 
f ala 


权重 g(x). HAE, FA RRA POOP THE, ERE AA, TT 
RE g[ 缮 个。 这 种 方法 世 称 为 但 倚 抽 样 法 .。 这 时 公式 右边 积分 小 被 积 函 数 的 方差 为 v{F g} 
如 果 e(x) 选择 恰当 ， 并 使 它 在 积分 域内 的 函数 曲线 形状 与 接近， 则 该 方差 可 以 变 得 很 小 。 
因而 函数 g(x) 的 选择 十 分 关键 ， 它 应 当 满 足 世 下 大 件 : 

CL) g(x 应 当 是 个 分 布 密 度 函 数 。 

D fOO/ g(x) 不 应 在 积分 域内 起 伏 太 大 ， 使 之 尽量 等 于 常数 ， 以 保证 方差 V{f 418} 比 
v{rF} 小 。 

(3) 分 布 密度 函数 g OO 所 对 应 的 分 布 消 数 GW 能够 比较 方便 地 和 解析 求 出 。 

(4) 能 方便 地 产 牛 在 积分 域内 满足 分 布 消 数 会 避 分 布 的 随机 点 。 

如 能 按 上 述 条 件 找到 攻 数 g(x) BIRT LK F SE RR 

C1) 根据 分 布 密度 项 数 g(X) 产生 随机 点 x 。 例如 采用 反 责 数 法 。 

(2) 求 出 各 抽样 点 x 的 函数 值 foods g(x)， 并 将 所 有 点 上 的 该 函数 值 个 加 起 来 ， 再 除 以 
抽样 点 数 n 就 得 到 积分 结果 。 

BR KA w= fae 作为 分 布 密度 通 数 ， 利 用 人 省 选 法 来 舍 去 或 接受 这 个 随机 点 的 
x 的 值 。 用 此 方法 时 ， 应 至 少 可 以 事先 判断 出 w 的 最 大 值 。 当然 最 好 能 从 FOD gCo 的 函数 
中 ， 推 学 出 w,, 。 但 是 在 很 多 时 候 这 是 难以 做 到 的 。 

上 述 讨论 可 以 很 容易 地 推 1 “到 更 高 维 的 积分 中 。 但 是 要 注意 如 下 两 个 方面 的 问题 ， 第 一 ， 
在 产生 随机 向 量 x 的 所 有 分 量 语 ， 再 用 舍 选 法 往往 更 快 ， 效 率 更 高 。 第 二 ， 在 计算 
了 (为 1 g( 为 值 之 前 ， 做 随机 变量 x xy 到 yw yw 的 变换 有 了 时 是 很 有 用 的 。 这 时 
需要 将 雅 可 比 行列 式 癌 (Gx, r Xy) IO, Yar o yw】 包括 在 权重 因子 内 。 

重要 抽样 法 无 疑 是 蒙特 卡 洛 计算 中 最 基本 和 常用 的 技巧 之 一 。 它 无 论 在 提高 计算 速度 和 
增加 数值 结果 的 稳定 性 方面 都 有 很 大 的 潜力 。 但 是 它 仍 有 -一 些 局 限 性 ， 例 如 : 

d) 能 寻找 出 某 分 布 密度 函数 g(x) ， 并 能 解析 求 出 其 对 应 的 分 布 函数 如 Co 的 情况 并 不 
老 。 汉 然 我 们 也 可 以 用 数值 计算 方法 求 出 Go ， 但 通常 这 样 处 理 不 灵活 ， 运 算 速 度 也 悍 ， 而 
且 结 果 也 不 准确 。 

(2) 当 所 选择 的 g(x) 在 某 点 函数 值 为 零 或 很 快 超 于 零 时 【如 高 斯 分 布 )， 在 该 点 的 数值 
计算 是 十 分 危险 的 ， 其 方 莽 v{fr 1g} 可 能 趋 于 无 穷 大 。 即 使 是 在 某 点 上 函数 g(x) 不 为 零 ， 但 
其 值 很 小 时 ， 方 差 V{fj8} 也 可 能 很 大 。 这 一 问题 采用 通常 的 从 样本 点 估计 方差 的 方法 却 不 一 
定 能 检查 出 来 。 这 种 情况 会 合计 算 结 果 不 稳定 。 

三 、 控 制 变量 法 (相关 抽样 法 ) 

控制 变量 法 与 重要 抽样 法 相似 ， 它 也 需要 找 出 一 个 与 被 积 苑 数 六 行为 粗 近 的 可 积 函 数 
8 。 只 是 在 控制 变量 法 中 ， 我 们 将 这 两 个 函数 相 减 ， 而 不 是 相 除 。 它 利用 数学 上 积分 运算 的 
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Jrd = oo -gwk + f gad (2.4.16) 
选择 函数 go) 时 要 考虑 和 到;，80x) 在 整个 积分 区 问 部 容易 精确 算出 ， 并 且 在 上 式 右 边 第 一 项 
的 运算 小 对 (fg) 积 分 的 方差 应 当 要 比 第 二 项 对 了 积分 的 方差 小 。 
作 应 用 这 种 方法 时 ， 在 重要 抽样 法 中 所 人 刀 到 的 ， 当 g(x) 趋 于 零 时 ， 被 积 函 数 Cr - 8) 趋 
于 寺 穷 大 的 困难 就 不 后 个 在 ， 因 而 计算 出 的 结果 稳定 性 比较 好 。 该 方法 也 不 需 监 从 分 布 密 度 
BABS g(x) ETR Hi oth PRA GOO. 由 此 我 们 可 以 看 出 选择 2 (oc) 所 受到 的 限制 比重 要 抽样 
法 要 小 些 。 
四 、 对 偶 变 量 法 
通常 在 蒙特 卡 洛 计算 中 采用 互相 独立 的 随机 点 来 进行 计算 。 但 是 在 对 侦 变 量 法 中 却 使 用 
相关 磋 的 点 来 进行 计算 。 它 利用 相关 点 间 的 关系 可 以 是 正 关 联 的 ， 也 可 以 是 负 关 联 的 这 个 特 
点 。 我 们 知道 两 个 函数 值 上 和 ,之 和 的 方 送 为 
Vif + f= VA}+ Vind + 264 - EF DE — ELAD (2.4.17) 
如 果 我 们 选择 一 些 点 ， 它 们 使 和 ,是 负 关 上 联 的 。 这 样 就 可 以 使 上 式 所 示 的 方差 减 小 。 
当然 这 逢 要 对 具体 的 函数 op 和 ,有 充分 的 了 解 。 但 不 幸 的 是 在 实践 小 不 存在 一 个 寻找 负 芙 联 
点 的 通用 办 法 ， 下面 我 们 举 :个 简单 的 例子 来 说 明 怎样 利用 负 关 联 的 点 诚 小 方差。 
Bl 已 知 产妇 是 一 个 单调 递增 的 函数 ， 现 求 积 分 


I= [Food (2.4.18) 

解 ” 首 先 ， 按 通常 的 方法 在 积分 域 [OQ，1] 区 间 上 产后 均匀 分 布 的 随机 点 集 {x,}。 计 算 对 

应 每 个 x 点 的 函数 [F(x,)+ 了 (1 一 x)]/2 的 值 ， 再 将 所 有 点 上 的 函数 值 善 加 起 来 ， 除 以 总 的 随 
机 点 数 ， 则 得 到 {2.4.18) 式 的 积分 值 。 即 

r= LS ont aN 2.4.19) 

这 种 做 法 与 通常 的 蒙特 卡 洛 计算 中 将 poy) BREA. fo) 的 单调 递增 

tE [etx + AQ 一 x)]2 的 值 应 当 比 单个 点 的 函数 值 f(x,) 更 接近 于 常数 。 因 而 方差 也 小 些 ， 

这 实际 上 是 采用 了 (x) 和 f(x) 的 积分 期 望 值 的 平均 值 作为 结果 。 申 于 采用 相同 的 随机 数 


列 科 :}， 使 得 f(x) 和 JQ 一 Xx) 两 个 逊 数 高 度 负 关联 ， 因 而 方差 比 f(x) 和 (1 两 者 各 白 积 分 
的 方差 之 和 要 小 。 
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蒙特 卡 党 方法 是 利用 随机 变量 的 一 个 数值 序列 来 得 到 特定 问题 的 近似 解 的 数值 计算 方 
法 。 蒙 特 下 洛 方法 的 应 用 可 以 人 致 分 为 两 类 : 第 一 类 是 所 冰 问 题 县 有 严格 确定 的 数学 形式 ， 
例如 求 定 积分 、 解 微分 方程 的 某 些 边 值 问 题 、 解 线性 代数 方程 组 等 。 对 这 类 问题 通常 要 将 共 
转化 为 求 概 率 或 其 他 统计 量 的 计算 问题 ， 然 后 才能 采用 蒙特 ' 卡 洛 方法 求 艇 。 另 一 类 是 本 身 就 
是 其 有 统计 性 质 的 问题 ， 如 粒子 输 运 过 程 小 的 问题 、 粒 子 反应 过 程 及 探测 过 程 等 等 。 这 类 癌 
题 哥 以 直接 采用 蒙特 卡 洛 方法 进行 计算 机 “实验 ” 以 求 出 某 些 物理 量 。 在 历史 上 ， 该 方法 最 
早 是 几 于 核 物 理 的 中 子 散射 和 吸收 过 程 的 研究 工作 中 。 这 些 过 程 的 随机 特性 本 身 就 适宜 于 运 
用 些 特 卡 洛 直 接 模 拟 法 。 高 能 物理 的 研究 对 象 也 同样 包含 了 大 量 的 随机 过 程 。 因 而 与 核 物 理 
研究 相似 ， 在 高 能 物理 研究 中 也 广泛 采用 了 蒙特 卡 洛 方 法 。 目 前 在 核 及 粒子 物理 研究 中 ， 除 
了 在 理论 计算 中 广泛 采用 该 方法 做 相 空 间 积分 及 一 些 其 他 数学 问题 的 计算 外 ， 还 在 随机 过 各 
的 跟踪 、 模 拟 、 事 例 产 生 以 及 实验 设计 等 各 方面 也 采 骨 这 种 方法 。 蒙 特 卡 洛 方法 也 广泛 应 用 
于 统计 物理 和 量子 力学 的 计算 之 中 。 它 可 以 给 出 难以 用 传统 计算 方法 处 理 的 统计 物理 和 咯 子 
力学 问题 的 近似 解 。 


3.1 蒙特 卡 洛 方法 在 定 积分 计算 中 的 应 用 


蒙特 卡 洗 方法 可 以 用 于 物理 上 许多 数学 问题 的 求解 ， 例 如 高 维 定 积分 的 计算 ， 解 线性 代 
数 方程 组 ， 求 道 矩 阵 ， 解 本 征 值 ， 求 解 积分 方程 和 偏 微分 方程 等 。 采 用 蒙特 卡 洛 随机 模 投 的 
方法 来 求解 这 类 确定 性 的 数学 物理 问题 时 ， 首 先 必 须 选 择 一 个 合适 的 概率 横 型 ， 利 用 它 我 们 
不 仅 可 以 方便 地 求解 ， 而 且 由 此 概率 模型 试验 所 得 的 随机 事件 的 统计 结果 等 价 于 待 求 问题 的 
解 。 蒙 特 卡 党 方法 求解 确定 性 数学 物理 问题 时 ， 程 序 比 较 简 单 ， 并 且 计 算 的 误差 与 维 数 和 过 
界 复杂 程度 无 关 ， 因 而 在 高 维和 具有 复杂 边界 的 问题 中 就 特别 显示 出 它 的 优越 性 。 与 通常 的 
数学 计算 方法 相 比 ， 访 方法 的 缺点 是 收 黎 速度 较 慢 ， 要 实现 高 精度 的 结果 需要 增加 很 多 的 计 
算 量 。 在 这 一 节 我 们 只 讨论 一 下 它 在 定 积分 计算 中 的 应 用 。 核 及 粒子 物理 研究 中 在 对 许多 问 
题 求解 时 ， 都 会 遇 到 这 种 数学 问题 ， 例 如 相 空 间 积 分 等 。 

一 、 一 维 定 积 分 计算 的 平均 值 法 《期望值 估计 法 ) 

我 们 首先 来 讨论 如 何 利用 蒙特 卡 洛 的 平均 值 法 来 计算 一 重 积分 | fade ze lab], 
0<L<HAz)SM。 实 际 上 总 是 可 以 通过 变量 代 换 x= (z -四 /他 下 xs[o 将 上 面 的 积分 变 为 计 


Br [ponders SUR LAO Mal, UR BHO fo 变换 为 六 @ = —— DA- 本 风 
— at 一 
积分 『 7(zjdz 的 计算 可 以 方便 地 通过 用 随机 投 点 法 求 如 下 形式 的 积分 来 得 到 。 
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I= bf ox, OSLOS] (3.1.1) 
这 就 是 所 谓 的 “ 归 一 化 ” he. PR er eB A AER A oy PE.) 
式 简 单 的 -- 重 定 积分 。 加 果 在 x 的 定义 域 [0，1] 上 均匀 地 随机 取 点 ， 访 均匀 分 布 的 随机 变量 
记 为 E 。 我 们 定义 一 个 随机 变量 为 


m = f(E) (3.1.2) 
则 显然 有 
Eff, = {FE} (3.1.3) 
7 的 期 望 值 等 于 积分 值 7 。 只 要 抽取 足够 多 的 随机 点 ， 即 取 随 机 点 数 闫 足够 大 时 ， pe) 的 平 
均值 


f= 1S 7) (3.1.4) 
H ial 
就 是 积分 了 的 一 个 无 偏 估 计 值 。 它 可 以 作为 积分 的 近似 值 。 MERT YHE yn, 的 方差 。 
Vin} = firo- (3.1.5) 


Avy KET BRERA RL RE, OTERA, BAT ze 
处 处 都 较 小 时 ， 方 差 记 小 《 见 图 3.1.1a3， 上 友之 ， 则 方差 较 大 【 见 图 3.1.1b)。 


31.1 AREN HR 


从 这 里 可 以 看 出 ; Bibb eee RR Le, ARA, De. HE 
而 广 之 来 说 ， 就 是 要 减少 模拟 量 在 积分 域 上 的 变 差 。 这 就 是 在 蒙特 卡 溢 方 法 中 减 小 方 革 ， 加 
速 收 笋 的 一 个 原则 。 根 据 这 样 的 原则 ， 当 被 积 函 数 了 (x) 在 积分 域内 的 变 差 较 大 时 ， 可 以 采用 
2.4 节 中 介绍 的 各 种 抽样 技巧 。 如 采用 盏 要 抽样 法 ， 将 F(x) 的 变 差 女 收 到 g(x) 中 去 ， 这 样 
模拟 景 一 一 记录 函数 (0) = 了 (D7 gf 如 在 定义 域内 相当 平坦 ， 则 我 们 将 (3.1.1) 式 的 计算 变 为 


f af oan 
I = | fdr -oo gode = [f°*C)8 0d (3..1.6) 


FAR y 为 服从 分 布 密 度 婧 数 gtx) 的 f°"(x) 的 抽样 值 。 这 里 g() 称 为 偏 倚 分 布 密度 函数 。 我 们 
得 到 


i= Eb 让 (3.1.7) 
因此 它 的 平均 值 


ei HEE Sn ee 


n= $= Ero) (3.1.8) 
给 出 了 工 的 一 个 无 偏 估计 值 。 这 时 的 方 关 为 ; 
Y 人 = [Leen -rT gar [£2 FO) _ | gda [£2 Sar 77. (3.1.9) 


所 以 如 时 能够 使 
a(x) = i | (3.1.10) 


RBA Vin’ }=0, 但 实际 上 实现 零 方差 抽样 往往 是 不 可 能 的 。 由 (3.1.10) 式 ， 可 以 给 出 选择 优化 
的 偏 倚 分 布 密度 函数 g(x) 的 方法 。 当然 重要 抽样 法 不 仪 适 用 于 定 积分 的 计算 ， thie Tae 
天 省 模拟 的 一 切 领域 。 这 是 蒙特 上 洛 方 法 中 减 小 方差 ， 加 速 收 化 的 原则 之 一 。 

Z. (HERAT RHR AE 

HRG LDAA JHE A RRR RH: 在 如 图 3.1.1(b) 中 的 单位 十 方形 内 均 句 投 点 ， 每 个 
SAB eR A Gyo FERN 个 投 点 。 如 果 投 点 满足 不 等 式 y S f(x). FIER 3.1.1(b) 中 点 落 
在 f(x) 曲线 下 ， 则 记录 下 投 点 次 数 《 认 为 试验 成 功 );， 反之 ， 则 认为 试验 失败 。 用 蒙特 卡 洛 
HETKI MEEDA E, G. WREE SKE), WAAR, MRE >E) W 
RA. ATTEN KAPA mka, MEE mN 就 给 出 了 的 一 个 无 偏 估计 值 : 


pal (3.1.91) 
N 
引入 随机 变量 
néé) = ‘oe = FG.) (3.1.12) 
0,6, > fe) 
则 i= Enë) (3.1.13) 
EIE N BORE PRP sc AA 
i< m 
I= y Leb) (3.1.14) 
XE 2 AAMA, EA REA 
Vin} = eh- len = 7-7 (3.1.15) 


Se Say UE AR a Ze EP BBA 
vin}-Vin}=!-P -So arr -[ P dezh pond 

= fF- reojdxso (3.1.16) 
为 什么 会 有 这 样 的 结果 呢 ? BLATT LAR MR LTE OA. FR AE ENLACE E E KHE, 
它 应 当 为 ; 
finits f nlt a n(n E) 6.1.17) 
而 在 平均 信 法 中 7 = E64}= ELS}. BART EEA E COMET T AEE) KETA 
反应 出 减 小 方差 ， 加 快 收 敏 的 又 一 个 原则 ， 这 就 是 要 尽量 使 用 理论 分 析 得 到 的 期 望 值 来 代替 
模拟 估计 值 。 这 个 原则 也 同样 适用 于 所 有 的 蒙特 上 上 洛 模 拟 过 程 。 实 际 上 使 用 这 个 原则 可 以 减 
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A, MRR. AA-- RAL AAR, SOR CORO RE 
ARRENE. ED MORARhAE. BOE WR, SERA Ay 
W3REHA. SPRUE ATAPI RE H e EARR, ib mt ie Boe AR RI 
YT 

以 上 我 们 介绍 的 这 两 个 减 小 方差， 加 速 收敛 的 原则 ， 也 正 是 在 25 节 中 已 经 讲 到 的 重要 
朱 样 外 、 分 层 抽 样 站 、 对 偶 变 量 法 、 相 关 抽 样 法 等 的 基本 出 发 点 。 

三 、 务 重 定 积分 的 计算 _ 

前 面 讲 的 一 维 定 积分 计算 的 平均 值 法 和 据点 法 都 可 以 推 而 广 之 ， 应 用 于 多 重 定 积分 的 计 
算 。 帆 于 据点 法 的 精度 较 差 ， 其 推广 也 是 很 直观 和 简单 的 ， 所 以 我 们 在 这 里 具 考 虑 平均 值 法 。 
对 于 维和 多 重税 分 ， 我 们 也 可 以 用 前 而 讲述 的 “ 归 一 化 ”方法 ， 使 得 积分 变量 
x e [0 ,人 =， 被 积 国 数 在 积分 范围 内 满足 0 Fo 2. x,) 人 1。 然后 再 做 积分 


i= IERS -x rd --- dy, (3.1.18) 
On ù 


如 果 在 该 积分 域 上 能 根据 重要 抽样 的 方法 ， 选 到 一 个 抽样 比较 简单 的 概率 分 布 窗 度 函数 
BOG, Kay > PEX 


FUG. eH) 
i 
0, g(%, 647-5 ¥,) = O 


» BOG Gr x) #0 (3.1.19) 


则 (3.1.18) 式 可 以 写 为 
11 I 
I= EF (x, xas nEs x t= BEERE XB ra a dede +--+ dy, (3.1.20) 
oo ay 


tx R te ft ERR earna) 在 OSX LGL.. D EA HON 个 子 样 
(iy Kye Ht =LZ NN Wis PR FO, ,x,,…,x,) 的 平均 值 为 


if. 
fy = N » FOG Mae a Xe) (3.1.21) 
ial 


EAT DATA. ERT EMI TAU 
在 实际 应 用 中 ， 在 s MARA PE ROUT = | .| Ga, ar -zando -… dx, E, ttt 


为 了 简化 抽样 ， 就 取 
l/h E 2 


BE) = H 其 他 


(3.1.22) 


一 | = Of (%.% 0-48) (3.1.23) 
BOY aX) 


在 s 维 体积 内 抽取 随机 样本 (x,, x, “x,) 是 容易 的 ， 若 抽 得 和 N 个 样本 之 后 ， 


fark) 


ae 
fy =— > J 人 (3.1.24) 
Naw 


就 给 出 了 了 的 近似 值 。 
“从 上 面 减 小 方差 的 第 二 个 原则 可 以 看 出 : 在 采用 蒙特 卡 洛 方法 计算 多 重 积分 时 ， 如 能 够 
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现在 我 们 总 结 一 下 蒙特 卡 洛 方法 用 于 计算 定 积分 时 的 显著 特点 。 

首先 ， 蒙 特 上 洛 方法 计算 定 积分 的 收敛 速度 与 积分 的 重 数 无 关 。 由 公式 (2.1.0 可 以 看 出 ， 
蒙特 上 洛 方法 求 定 积分 的 误差 仅仅 与 方 痉 Y{fF} 和 子 样 容量 m 有 关 ， 而 与 子 样 中 的 元 素 所 在 
的 集合 空间 双 的 组 成 无 关 。 害 求 定 税 分 的 锥 数 变 化 ， 除 了 引起 抽样 及 计 算 时 间 有 变化 外 ， 对 
计算 结 梁 的 精度 没有 影响 。 这 就 是 说 ， 利 用 该 方法 处 理 多 重 积分 问题 时 ， 维 数 越 高 ， 其 优越 
性 越 明显 .。 

第 一 ， 利 用 蒙特 卡 洛 方法 计算 定 积分 问题 时 受 积分 域 的 限制 较 小 。 只 要 积分 空间 外 可 以 
用 数学 形式 描述 出 其 范围 ， 不 论 它 的 绒 状 如 何 复杂 ， 我 们 部 可 以 用 (3.1.24) 式 络 出 该 积分 的 佑 
计 值 。 相 比 之 下 ， 其 他 的 数值 求 定 积分 的 方法 则 受 吕 的 形状 限制 很 太 。 因 而 蒙特 卡 洛 方法 是 
解决 复杂 的 几何 空间 的 定 积分 的 有 效 方法 。 


3.2 事例 产生 器 


企 核 及 粒子 物理 研究 中 ， 往 往 要 进行 微分 截面 或 全 截面 的 理论 预言 ， 并 将 其 与 实验 结果 
进行 对 比 。 为 此 实验 工作 者 需要 庆 道 ， 理 论 .上 得 到 的 截面 值 在 多 大 精度 范 几 内 会 被 实验 装置 
测量 出 来 。 这 就 需要 将 理论 上 得 到 的 精确 微分 截面 表达 式 ， 在 实验 探测 相 空间 内 进行 积分 。 
这 里 查 丰 .一些 很 难处 理 的 问题 ， 首 先 ， 目 前 的 各 种 实验 装置 都 相当 复杂 ， 对 这 样 的 相 空 间 司 
解析 积分 几乎 起 不 可 能 的 。 即 使 对 其 … 个 实验 装 兽 可 以 解析 黎 分 ， 但 是 若 对 实验 装置 稍 加 改 
动 ， 与 之 党 切 极 关 的 探测 相 空 间 也 随 之 改变 ， 我 们 就 只 好 重新 解析 求 此 积分 。 第 -:， 我 们 在 
计算 总 截面 时 ， 往 往 都 妆 变 换 相 空间 的 变量 ， 这 样 就 要 增加 雅 可 比 行列 式 的 因子 ， 因 而 相 空 
间 积 分 的 运算 就 更 加 复杂 。 最 后 要 提 及 的 问题 是 ， 假 如 我 们 要 考虑 各 探测 器 的 效率 ， 就 必须 
引入 各 种 随机 统计 的 效应 。 解析 求 积 分 的 方法 这 时 就 无 法 处 理 这 类 统计 问题 ， 而 只 能 用 蒙特 
下 洛 探 测 器 模拟 方法 来 解决 。 这 样 的 模拟 程序 需要 使 用 蒙特 卡 洛 事例 产生 器 。 所 请 事例 产 和 牛 
器 是 一 个 随机 产 牛 “ 非 加 权 ” 事 例 的 模拟 程序 。“ 非 加 权 ” 的 全 义 是 指 末 访 粒子 的 四 动量 是 按 
精确 的 微分 截面 来 产后 的 。 通 过 该 产生 器 产生 的 这 些 事例 ， 最 终 可 以 得 到 全 截面 的 蒙特 卡 洛 
的 佑 计 值 。 采 用 事例 产生 有 器 ， 我 们 就 很 容易 地 只 对 某 个 运动 学 变量 的 值 产 牛 事例 来 得 到 相对 
FRR Ri. SORBATE, HEE KE Spe a A TERE 
相同 的 。 因而 我 们 可 以 采用 这 些 蒙特 卡 洛 事例 去 做 探测 器 模拟 。 

假定 微分 截面 公式 用 如 下 符号 表示 ; 

do = (aye (3.2.1) 
这 时 过 表示 张 开 相 空间 的 运动 学 变量 。 根 据 蒙特 卡 洛 理论 ， 总 截面 o = | dc 的 蒙特 卡 洛 估计 
值 为 


1 do 
d =-— {x} fae 3.1.2 
wear J (3.1.2) 


Ate, 是 均匀 分 布 的 随机 矢量 。 出 前 面 的 蒙特 卡 洛 基本 知识 的 介绍 ， 训 以 知道 ga’ 应 当 共 有 如 
下 的 特性 : 
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CST =- ee Se 


(D 当 BAN, RAFO. 
D o HWS Fo. 

O HN BabA, of RARMIEASS TATA. 
(9 HMRI | y [80 cash yw] 


PRC BER HoT BN CERO RE A SA N RRDA Be SS (x) KRA 月 
— AERA RR, FSP LAE. PRE I ART o mA KK 
估计 截面 值 e*， 把 它们 都 记 为 er 。 

利用 事例 产生 程序 来 产生 非 加 权 事 例 ， 常 用 的 方法 有 两 种 。 一 -种 为 分 层 扫 样 ， 另 … 种 为 
重要 抽样 。 它 们 都 可 以 减 小 计算 出 的 截面 方差 。 

当 事 例 产生 程序 采用 分 层 抽样 时 ， 原 则 上 AER AM BES gg 的 性 质 有 BET H, 


程序 自身 可 以 概 据 函数 特性 来 调整 ， 这 样 的 程序 在 产生 车 例 时 是 以 如 下 的 王 个 步 时 来 实现 的 ， 

(1) 随机 地 选择 一 个 子 空间 。 这 些 子 空间 的 划分 是 程序 白 动 调 闵 于 区 间 的 边界 得 到 的 《 见 
2.4 节 中 的 分 层 抽样 》， 

(2) 在 这 个 子 空间 内 随机 地 抽取 一 个 事例 样 相 ， 并 计算 该 事例 的 权重 W 。 该 权重 定义 为 
对 应 于 该 事例 参数 的 微分 截面 值 与 站 该 了 空间 内 的 最 人 微分 硕 硬 值 之 比 。 

(3) 采用 会 选 法 选择 吾 倒 ， 取 [0，1] 上 的 均 名 分 布 随 检 数 &， 加 朵 & S WwW， 该 事例 被 接受 ; 
反之 ， 该 事例 被 舍弃 。 

(4) 重复 上 面 (1) 一 〈3)， 直 到 获得 所 需要 的 事例 数 。 

上 述 方 法 显然 具有 一 定 的 通用 性 。 原 则 上 只 要 反 诺 过 程 的 微分 截面 公式 给 出 后 ， 就 可 以 
立即 产生 出 事例 。 但 是 在 实际 应 用 中 尚 存在 一 些 困 难 需 要 解决 。 如 盯 过 程 的 纷 阵 元 平方 有 很 
明显 的 峰值 特性 时 ， 将 会 影响 事例 产生 程序 的 有 效 性 。 按 照相 对 沦 量 子 力学 理论 ， 总 截面 可 
以 表示 为 


o = [Ir| pav (3.2.3) 
7 为 撒 述 过 程 的 矩阵 元 ， 与 过 程 发 生 相 关 的 动力 学 机 制 则 包含 在 其 中 ，p 为 态 密度 ， 它 
是 运动 学 变量 的 函数 。 积 分 是 对 所 有 的 运动 学 变 最 构成 的 空间 v 进行 的 。7 显然 与 微分 截面 
相关 。 在 被 积 函数 的 峰值 特性 很 强 的 情况 K， 用 这 种 具有 自 调整 的 分 层 抽样 事例 产生 器 往往 
不 是 很 有 效 。 因 而 我 们 只 好 事先 对 矩阵 元 平方 的 函数 特性 做 些 了 解 ， 以 便 合理 划分 子 空间 。 
当 姑 阵 元 平方 的 峰 数 不 多时 ， 依 函数 的 特性 来 划分 子 区 间 可 能 不 太 困 难 ， 但 古 如 果 峰 数 很 包 
时 ， 要 这 样 做 就 很 困难 。 我们 有 时 采用 将 积分 变量 作 变量 代 换 ， 被 选择 的 新 积分 变量 要 使 短 
阵 元 平方 的 峰 变 平坦 。 此 时 就 可 以 使 用 分 层 抽样 程序 的 自 调整 功能 来 得 到 精确 结果 。 
基于 重要 抽样 法 的 非 权 重 事例 产生 器 程序 也 是 人 们 所 偏爱 的 一 种 类 型 。 它 产 牛 事例 的 基 
本 步骤 为 : 
(1) 找 出 一 个 被 积 微分 蕉 面 守 00 函数 的 近似 表达 式 。 该 近似 表达 式 在 相 空 间 内 应 当 是 解 


折 可 积 的 ， 并 且 其 函数 必须 其 有 与 5 的 的 精确 表达 式 有 相同 的 峰值 结构 。 
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(2) 根据 该 微分 截面 近似 表达 式 的 分 布 ， 随 机 抽取 事例 样本 。 

(3) 对 产生 的 事例 加 权重 ， 其 权重 因子 Ww 等 于 该 事例 对 应 的 精确 截面 值 与 对 应 的 近似 微 
分 截面 值 之 比 。 

(4) 采用 会 选 法 抽取 非 权 重 事 例 。 取 [0，1 区 间 上 均匀 分 布 随机 数 丘 ， 若 上 Sw, 
则 接收 该 事例 ， 反 之 ， 则 舍弃 该 事例 。 这 样 得 到 的 事例 即 为 非 加 权 率 例 。 

(5) 重复 (2) ~ (4) 过 程 ， 直 至 获得 所 需 数量 的 事例 数 。 

显然 ， 这 种 方法 与 具体 处 理 的 反应 过 程 关系 很 密切 。 不 同 的 研究 过 程 ， 甚 至 不 同 实验 参 
数 截断 值 的 选取 ， 都 需要 选择 不 同 的 近似 函数 ， 甚 至 采用 不 同 的 事例 产 牛 程序 。 因 而 与 分 层 
抽样 产 牛 事例 相 比 ， 重 要 抽样 产生 事例 存在 不 具 通 用 性 的 困难 。 重 要 抽样 法 存在 的 第 二 个 困 
准 也 同样 是 出 现在 当 和 矩阵 元 平方 的 峰值 特性 复杂 的 情况 。 此 时 准 于 得 到 精确 结果 。 这 个 困难 
有 时 可 以 采用 蒙特 上 洛 方法 的 俩 加 原理 来 解决 。 其 具体 做 法 是 ， 将 精确 微分 截面 da 分 成 N 
Ado, Bei. Ht do, 有 它 自 己 的 峰值 结构 特性 。 然 后 我 们 对 每 个 de, 编写 按 上 述 步 骤 产 生 
事例 的 子 产生 器 程序 。 存 具体 产生 事例 时 ， 随 机 选择 一 个 子 产生 器 ， 而 选择 第 ;个 子 产 生 器 
的 概率 正比 于 对 应 于 的 近似 截面 值 G 。 对 于 由 第 i 个 产生 器 产生 的 事例 计算 权重 因子 
w = da; /dS;。 最 后 用 合 选 法 得 到 以 do 分 布 的 事例 。 从 在 产生 事 倪 过 程 中 得 到 的 we, 可 以 算 
出 总 截面 值 为 : 


其 中 6=-YE,; 6, = faa, > G@=12--4N) (3.2.4) 


这 里 (wi》,s 表示 以 近似 微分 截面 a5, 分 布 的 事例 的 权重 因子 w 的 平均 值 ，(w) 表示 按 如 下 方法 
产生 事例 的 权重 因子 w 的 平均 值 ， 即 选 拉 在 [0，1] 区 域 上 均匀 分 布 随机 数 上 ， 判 断 满足 不 等 式 


$e, <ë <È 他) /5 (3.2.5) 
的 ; 值 。 然 后 按 d6 分 布 产生 事例 。 
通常 一 个 事例 产生 器 的 效率 定义 为 


E= iwi (3.2.6) 


Wimax 


很 明显 E EAEE RA AE A SB A, PD 
序 产 牛 事例 的 过 程 中 就 可 以 计算 出 来 。 


3.3 ”高 能 物理 实验 中 蒙特 卡 洛 方法 的 应 用 


一 、 实 验 设计 中 的 莹 特 卡 洛 方法 的 应 用 

在 提出 一 个 完整 的 高 能 物理 实验 建议 书 ， 设 计 一 个 实验 装置 的 时 候 ， 应 当 采 用 蒙特 卡 洛 
方法 对 待 研究 的 物理 过 程 、 本 底 、 判 选 条 件 、 探 测 器 性 能 、 装 置 中 各 个 探测 器 的 设计 安排 …… 
等 进行 研究 。 这 对 于 较 大 实验 装置 和 实验 建议 在 付 诸 实施 之 前 ， 是 非常 必要 并 且 具 在 很 实用 
的 价值 。 这 是 因为 在 蒙特 卡 洛 模拟 实验 系统 中 ， 信 们 可 以 很 容易 地 控制 过 程 的 进行 ， 修 改 有 
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体 的 特性 ， 从 而 可 以 在 达到 设计 要 求 的 前 提 下 萄 化 设计 ， 减 少 投资 ， 增 加 工程 的 可 靠 性 。 下 
面 我 们 分 别 对 在 实验 装置 性 能 的 研究 及 实验 方案 可 行 性 研究 中 蒙特 卡 洛 方法 的 应 用 举 全 
说 明 。 

L 实验 装置 性 能 的 研究 

商 能 粒子 反应 的 终 态 粒子 在 探测 器 中 的 输 运 是 个 很 复杂 的 过 程 。 探 测 器 是 通过 终 态 粒 
子 在 其 中 穿行 过 程 中 ， 留 个 的 时 间 信 息 和 《或 ) 能 量 沉 积 信 息 来 次 定 终 态 粒子 的 物理 参数 ， 
如 能 量 、 动 量 、 运 动 方向 和 粒子 种 类 等 。 例 如 要 确定 带电 粒子 的 动量 ， 遂 常 可 以 从 测 基 该 粒 
子 在 磁场 中 径 迹 的 曲率 来 得 到 。 


p=3x10°BZp(Gevie) (3.3.1) 


OP p ALTE. ZARETE COAT ae Af). B ARARE. M KGS 为 单位 ， 
P Ate hs, Um OK) 为 单位 。 该 曲率 是 通过 沿 径 迹 取 很 多 点 的 坐标 测量 值 计算 出 米 的 。 
这 样 计 算出 的 动量 实际 上 包含 了 探测 器 对 径 迹 空间 的 有 限 分 辨 紊 引 起 的 误 关 ,还 包括 了 粒子 
在 和 从 迹 穿 过 的 探测 器 内 ， 在 其 中 各 种 材料 上 的 多 次 散射 造成 的 误差 。 

这 些 效应 具有 随机 性 。 它 们 可 以 直接 用 蒙特 卡 洛 的 计算 方法 来 确定 这 些 效应 的 数值 。 我 
们 首先 产生 这 个 粒子 的 动量 p 的 数值 吧 其 方向 ， 然 后 下 踪 该 粒子 穿 过 探测 装 胥 的 径 迹 【假定 
我 们 己 在 探测 装置 内 施 以 磁场 强度 为 B 的 磁场 )。 每 当 粒 子 穿 过 探测 器 中 的 ~- 小段 薄 层 物质 
时 ,我们 根据 随机 和 多重 散射 的 规律 抽样 ， 对 粒子 的 运动 方向 进行 收 正 。 包 次 获 射 偏转 角 的 分 
布 密度 函数 近似 为 高 斯 分 布 。 

FOAR = 03 exp {Sie} dQ (3.3.2) 

9, ASTRA NAIR. BRAM. CMRE x, 〈 介 质 辐射 长 度 )， 介 质 
层 厚 度 壹 及 粒子 的 电荷 Zz ， 动 量 py REE p AR. 


-ez 1+ doe, 加 . (3.3.3) 
PB Nil 9 Le 


粒子 通过 一 小 段 薄 层 时 ， 是 否 因为 多 重 散射 候 离 原来 的 圆 弧 形 径 迹 。 这 决定 于 粒子 在 该 介质 
沾 的 辐射 长 度 x,。 一 般 在 跟踪 粒子 时 ， 这 些小 薄 层 都 选 得 很 薄 ， 速 度 8 相对 较 大 ， 因 此 可 以 
近似 将 粒子 在 这 小 薄 层 的 径 迹 长 度 工 用 粒子 在 这 一 小 注 层 起 点 和 终点 间 的 直线 距离 [x,,,- 划 来 
近似 。 利 用 公 式 (3.3.2) 和 (3.3.3)， 则 可 以 抽样 得 到 该 粒子 穿 过 物质 小 薄 层 后 的 偏转 骨 9 o 
据 此 再 算出 在 下 一 个 小 薄野 终点 处 的 坐标 参数 。 如 此 一 步 一 步 地 跟踪 上 下去， 就 可 以 确定 出 入 
射 粒 子 在 探测 器 中 的 径 迹 。 在 实际 跟踪 粒子 的 时 候 ， 我 们 往往 还 要 考虑 到 探测 器 的 有 限 分 状 
Ko 所 带 来 的 效应 。 这 就 要 求 对 在 每 一 个 小 落 层 计算 出 的 华 标 值 x ， 按 方差 为 ez 的 高 斯 分 布 
作 模 类 处 理 ， 即 按 NoD 的 分 布 重新 抽样 确定 这 一 点 的 空间 坐标 值 Y 。 通 过 这 样 的 跟踪 过 
程 ， 就 得 到 一 系列 的 空间 坐标 值 ， 再 利用 公式 (3.3.0 计 算出 该 粒子 的 动量 估计 值 。 将 此 值 与 
粒子 入 射 到 这 个 探测 装置 的 动量 值 做 比较 ， 就 可 以 得 到 该 探测 装 吐 的 动 其 分 辨 率 。 

一 般 情况 下 ， 模 拟 计算 得 到 的 动量 分 辨 率 是 粒子 动量 的 函数 。 但 是 如 果 模 拟 某 个 探测 装 
置 的 动量 分 辨 率 值 很 大 ， 则 探测 装置 的 这 部 分 设计 就 应 当做 修改 。 例 如 ， 提高 磁场 强度 、 重 

46 


新 安排 探测 器 以 测量 更 多 的 空间 坐标 参数 、 改 进 探测 器 位 置 测量 精度 、 或 者 减 小 该 装置 小 村 
EL A RE ESE 

EE Ab FF BARE BOT aK th BY AF BR ES hE) BE ET FR 
GRAN, UREN ASREN Be. SPR. WAM 
WS HELA VERZE. 

Sti... ASSO UE TIT RUBE, BORO SS A SE HA A 
St, EAT Mz STE PRM oY, FEE 2K) a Be EE de OR 
SARIN HEMT 2G AE. 

2. Rira ATI EIE 

HREH ERA A Ht ER SE AE, HER En pege 
Ei. ADEI RE HT T. A Eie m e RR I EA. Gl 
如 我 们 想 要 利用 某 个 实验 装置 判断 一 个 共振 态 的 自 旋 。 假 定理 论 上 该 粒子 的 自 旋 可 能 是 零 或 
1; 并 月 如果 目 旋 为 零 ， 该 粒子 的 衰变 产物 在 静止 系 中 的 角 分 布 应 当 是 各 向 同性 的 ， 如 黑 自 旋 
为 1， 则 末 态 粒子 在 静止 系 中 的 角 分 布 应 当 正 比 于 os:28 ， 现 在 我 们 要 判断 一 下 该 装填 是否 能 
从 30 个 事例 测量 中 排除 目 旋 为 堆 的 可 能 性 。 为 此 我 们 可 以 做 如 下 的 讨论 : 

例如 我 们 采用 100 个 蒙特 卡 洛 “实验 ”来 再 现 这 个 衰变 过 程 ， 以 检验 这 个 实验 检验 理论 
的 可 能 性 ， 在 这 些 模拟 “实验 ”中 ， 得 个 “实验 ”包括 了 30 个 事例 ， 末 态 相 子 产 生 的 理论 机 
ETI Awe 1 的 情况 来 模拟 的 ， 模 拟 “ 实 验 ” 路 将 实验 装 杜 的 探测 效率 和 各 探测 蜂 的 分 
辩 率 对 观 淹 到 的 末 态 粒子 分 布 的 影响 都 考虑 在 内 。 

对 巾 蒙 特 卡 洛 “ 实 验 ” 得 到 的 一 系列 数据 进行 适当 处 理 ， 然 后 分 析 介 底 有 凡 个 “实验 ” 
得 到 的 数值 与 共振 态 自 旋 为 零 时 末 态 熔 子 分 布 各 向 同性 所 预 彰 的 数值 相 一 致 .。 如 果 这 样 的 “ 实 
R” RALA, RIMGE: BALRA Aie 自 旋 为 稚 或 1 的 能 力 。 这 时 我 
们 就 要 设法 增加 事例 数 ， 使 事例 数 大 于 30 或 者 (和) 改善 该 装置 的 角 分 辩 率 ， 

事实 上 当今 所 有 的 大 型 高 能 物理 实验 的 建议 书 都 毫 不 例外 地 包括 了 大 最 的 蒙特 : 卡 洛 模拟 
计算 。 这 样 才能 使 主 审 堆 员 会 和 从 事 该 实验 的 所 有 成 员 相 信 该 实验 方案 是 可 行 的 。 

二 、 实 验 数 据 分 析 中 的 营 特 卡 洛 寞 拟 方 法 的 应 用 

在 高 能 物理 实验 中 ， 常 常用 一 些 大 型 、 旭 办 的 程序 来 分 析 实 验 数 据 和 对 实验 数据 进行 病 
选 分 类 。 为 了 检验 这 些 程序 的 可 靠 性 ， 可 以 采用 输入 一 些 已 知 数据 格式 的 蒙特 卡 洛 数据 ， 以 
检验 该 程序 能 否 总 是 成 功 地 重建 输入 数据 。 这 种 方法 非常 有 有 用。 特别 是 在 实验 装置 运行 之 前 ， 
采用 蒙特 卡 洛 模拟 数据 来 检验 程序 就 更 为 必要 

假如 有 -~ - 束 粒 子 与 固定 靶 相 二 作用 产生 多 达 6 PURO. REN z JAEn FH 
(MEM A. SFR RARR Re. AAR R E Tech. 
我 们 的 分 析 程 序 首 先 必 须 解 决 径 迹 的 形状 分 辨 问题 ， 即 判断 出 在 各 个 平面 上 获得 的 坐标 参数 
中 ， 忆 些 是 相关 的 〈 即 对 应 于 同一 个 粒子 径 谤 的 )。 然 后 必须 由 这 些 垒 标 参 数 计算 出 径 迹 参数 ， 
如 电荷 、 方 向 和 动量 ， 

对 这 种 问题 ， 我 们 可 扩 写 一 个 蒙特 卡 洛 程序 来 产生 次 级 粒子 径 迹 ， 看 看 该 径 迹 是 否 与 计 
数 器 平面 相交 。 该 相交 的 判断 及 位 置 的 确定 需要 考虑 到 在 径 迹 上 粒子 了 各 种 物质 的 多 重 散射 ， 
并 且 要 对 交点 的 坐标 按 实 验 误差 做 模糊 处 理 ， 此 外 ， 程 序 中 要 包括 考虑 计数 器 的 探测 效率 而 
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BMRA, WRI eee tS, BREF BRO 
的 事例 样本 。 或 许 为 了 更 接近 于 实验 真实 ， 我 们 还 可 以 通过 蒙特 卡 洛 计算 ， 产 生 一 些 本 底 污 
染 过 程 的 事例 径 迹 。 这 些 数据 也 输入 到 分 析 程 序 中 ， 以 得 到 这 些 径 迹 在 穿越 实验 装置 时 的 从 
标 数据 。 然 后 再 对 它们 进行 上 面 已 介绍 过 的 对 径 迹 的 分 辩 率 模糊 处 理 和 合 取 。 通 常 我 们 感 兴 
趣 的 是 探测 器 的 径 迹 探测 效率 〈 径 迹 探测 效率 与 粒子 的 动量 和 动量 方向 有 关 。 两 个 径 迹 间 的 
距离 太 近世 影响 探测 效率 。 这 些 相关 性 实际 上 反映 出 探测 器 的 忻 能 参数 、 位 置 安排 以 及 理论 
上 多 径 迹 事例 的 产生 机 制 对 径 迹 拧 测 效率 有 直接 的 影响 )。 因 而 只 要 把 输入 的 蒙特 卡 洛 事 例 的 
径 迹 参数 与 蒙特 洛 “实验 ”所 得 到 的 事例 径 迹 参数 进行 比较 ， 就 可 以 估计 出 该 实验 装置 的 
探测 效率 和 分 辨 率 。 

上 面 这 些 过 程 往往 作为 在 实验 装置 获取 数据 之 前 ， 编 制 、 检 验 和 准备 分 析 程 序 的 工作 
步骤 

要 从 分 析 程序 的 结果 中 ， 得 到 所 要 研究 的 反应 过 程 的 全 截面 ， 除 了 要 算出 该 过 程 的 探测 
效率 外 ， 还 必须 求 出 每 一 个 污染 过 程 对 所 研究 的 过 程 所 造成 的 本 底 。 事 实 上 为 了 尽 可 能 地 压 
低 本 底 背 最 ， 在 实验 测量 和 分 析 中 要 采取 许多 措施 。 其 中 包括 对 电子 学 方面 的 触发 选择 、 在 
线 判 选 等 等 ， 以 及 在 离线 分 析 中 广泛 地 采用 对 一 些 物理 量 的 截断 作为 对 各 种 反应 过 程 的 判 选 
条 件 。 但 是 即使 使 用 了 多 种 判 选 条 件 ， 某 些 本 底 过 程 的 事例 并 不 能 完全 排除 。 在 粒子 物理 实 
验 中 ， 蒙 特 洛 程序 可 以 根据 过 程 的 理论 规律 ， 产 牛 出 宇 过 程 和 本 底 过 程 事例 ， 由 此 给 出 末 
态 粒子 的 所 有 径 迹 参数 。 然 后 再 将 这 些 径 迹 参数 输入 到 分 析 程 序 中 就 可 以 算出 该 装置 的 探测 
效率 和 本 底 过 程 对 全 截面 测量 的 影响 。 

探测 器 本 身 所 具有 的 鉴别 粒子 类 型 的 特性 ， 也 导致 一 个 与 本 底 过 程 所 产生 的 相似 问题 
Ha: u 介子 的 鉴别 是 由 于 它 具 有 人 比 其 它 类 型 粒子 更 强 的 穿 透 能 力 ， 电 子 可 以 从 它 产生 特有 
的 电 碰 靠 射 来 辨认 ， 其 他 一 些 已 知 动量 p 的 粒子 ， 在 一 定 程度 上 可 以 通过 测定 飞行 时 间 、 奥 
伦 科 夫 辐射 或 能 量 沉积 来 得 到 其 运动 速度 8， 并 由 公式 m= p/p 得 到 的 质量 可 以 判断 其 粒子 
类 曹 。 但 是 所 有 这 些 方 法 都 不 能 保证 以 100% 的 可 靠 性 辨别 出 混在 本 底 粒 子 中 的 某 个 粒 于 的 
类 型 。 为 此 我 们 常常 需要 做 大 量 复杂 的 蒙特 卡 洛 模拟 ， 以 决定 用 何 种 方法 才能 使 探测 和 分 析 
鉴别 某 个 被 研究 粒子 的 效率 最 高 。 实 际 上 本 底 事 例 的 探测 效率 不 仅 与 探测 器 的 性 能 有 关 ， 而 
且 还 与 待 测 粒子 与 其 他 各 种 类 型 的 本 底 粒 子 的 通 量 比 有 关 。 

通过 蒙特 卡 洛 方法 的 实验 数据 分 析 ， 还 可 以 用 来 检验 理论 的 正确 与 否 。 即 使 实验 得 到 的 
结果 似乎 与 某 个 理论 预言 不 一 致 ， 我 们 还 是 必须 说 明 :; 在 多 大 的 可 信 程度 内 ， 这 个 理论 是 不 
正确 的 。 要 做 这 样 的 分 析 ， 我 们 可 以 做 一 些 蒙特 卡 洛 “ 实 验 ”( 比 如 做 100 MERE NY ER”), 
每 个 “实验 ”中 产生 的 事例 数 与 真实 实验 中 获取 的 事例 数 相 同 。 这 些 蒙特 卡 洛 模拟 事例 是 按 
我 们 所 要 检验 的 理论 来 抽样 产生 的 。 莹 特 卡 洛 “ 实 验 ”程序 中 还 应 当 考 虑 到 探测 效率 和 分 办 
率 的 效应 。 为 了 便于 做 定量 的 分 析 ， 我 们 可 以 将 所 有 蒙特 卡 洛 “实验 ”得 到 的 某 物理 量 的 计 
算 值 绘 在 直方 图 七 ， 分 析 真 实 实验 测 到 的 该 物理 量 是 否 与 模拟 “ 实 痊 ”的 典型 值 一 致 。 如 果 
莹 特攻 洛 “ 实 验 ” 得 到 的 该 物理 量 的 分 布 范 围 ， 不 含 真实 实验 测 得 的 信 ， 则 该 理论 预言 与 实 
验 结果 是 完全 不 一 致 的 。 这 种 方法 对 物理 量 的 偏差 是 非 高 斯 分 布 的 情况 ， 是 非常 有 用 的 。 在 
这 样 的 情况 下 通常 的 统计 检验 方法 不 再 适用 。 

最 好 我 们 能 从 实验 中 测 到 某 个 物理 量 的 分 布 后 ， 再 与 蒙特 卡 洛 “ 实 验 ” 得 到 的 分 布 进行 
比较 。 这 样 往往 更 精确 一 些 。 例 如 ， 胶 子 存在 与 否 的 实验 数据 分 析 就 是 基于 这 种 对 比 的 分 析 。 
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在 正人 负电 子 具有 30GeVY EL EIR UD RE SEL, 38 ee AL Bz. OA ht 
ee >yY> qa (3.3.4) 
GAGAS CARS A. ERR RART. TASSO SISA SIR CALA 3.3.1) 
A Ae ta e APL ALT 22 EN BY Be ES E 
线 (图 3.3.1 中 的 虚线 所 示 ) 不 相符 . 
但 是 我 们 加 上 
ee > Y> gge 
(3.3.5) 
过 程 Cig ABBE SRS}. RA 
SBF. GRO. RRR REA oh 
子 )。 这 样 得 到 的 蒙特 卡 涪 计算 曲线 与 
实验 点 符合 很 好 (图 3.3.1 实 线 所 示 )。 
这 就 证 明了 胶 子 的 存在 。 
男 一 个 应 用 蒙特 卡 洛 方法 的 合子 十 
导 找 共振 态 粒 子 的 数据 分 析 。 实 验 中 为 
了 寻找 共振 沪 ， 往 往 要 给 出 不 变质 量 的 


分 布 图 。 如 果 在 分 布 疼 上 出 现 明显 的 一 po 


个 峰 ， 则 该 峰 对 应 的 质量 值 处 存在 - -个 图 3.3.1 ete” _》 强 子 过 程 的 蒙特 卡 阁 计算 与 实验 数据 的 比较 ， 

Ate, 4 二 平坦 的 ， 则 页 存在 CRA SVT ete” — qg HIM EMER. hee at 
hh aq 

共振 态 。 但 是 在 实验 分 布 图 中 ， 往 往 会 MT ete” -3 ggg 机 制 的 蒙特 卡 洛 计算 结果 。 p, ARES 

Í = a i AFR” MwA, AT ORR. XTE A 

遇 到 不 变质 量 谱 上 峰 的 形状 并 不 明显 ， 和 事例 平 商 的 定义 见 ，M. Ajthotf et al, ZFuer Physik, C22(1984) 

难于 与 事例 数 的 统计 涨 落 分 辨 开 来 的 情 P30 (p) 为 py PORTS 


1.2 
(GeV 


况 。 造 成 这 种 情况 的 原因 主要 是 : 

C1) 由 于 共振 态 有 较 短 的 寿命 ， 而 探测 装置 的 分 辨 率 有 限 ， 因 而 会 引起 共振 峰 在 不 变质 
量 谱 二 表现 不 明显 。 

(2) 由 于 本 底 过 程 可 能 对 主 过 程 的 严重 污染 。 

(3) 由 于 共振 态 衰变 为 茶几 个 粒子 的 分 支 比 很 小 ， 因 而 从 给 出 的 这 几 个 粒子 的 不 变质 量 
详 上 ,不 容易 辨认 出 峰 存 在 与 否 。 

(4) 主 过 程 末 态 中 也 许 有 几 个 相同 粒子 ， 计 算 不 变质 量 时 可 能 有 多 种 不 变质 旦 组 侣 。 
中 一 些 组 合并 非 全 部 山 共 振 态 的 误 变 产物 构成 。 

要 解决 这 个 困难 ， 可 以 采用 蒙特 卡 洛 模 拟 来 分 析 。 我 们 按理 论 对 主 过 程 进行 模拟 。 和 借 拟 
中 认为 没有 该 共振 态 的 生成 , 产生 出 与 实验 所 获得 的 相同 事例 数 。 用 这 样 的 蒙特 卡 洛 “ 实 验 ” 
做 100 次 ,， 然 乒 给 出 100 个 不 变质 量 分 布 图 。 加 上 真实 实验 区 得 的 不 变质 量 分 布 网 共 101 张 。 
将 这 些 图 区 给 有 经 验 的 同事 ,让 他 从 这 101 张 图 中 选 出 5 张 看 来 最 可 能 是 有 共振 峰 存 在 的 图 。 
WARIS S 张 中 包 括 了 出 真实 实验 所 得 到 的 不 变质 量 谱 图 ， 则 我 们 说 : 在 9S%% 的 置 售 水平 上 ， 
实验 数据 中 包含 了 共振 态 的 存在 ， 不 变质 量 谱 上 模糊 的 峰 形 不 是 由 统计 涨 落 引 起 的 。 
在 实践 中 ， 我 们 要 最 后 断 吾 一 个 新 共振 态 的 发 现 ， 还 必须 在 高 于 95% 的 置信 水 平 上 来 判断 。 
因而 要 从 灵 多 的 实验 不 变质 量 分 布 图 中 ， 选 择 一 个 统计 涨 藩 大 的 米 做 上 述 分 析 。 这 样 得 到 的 
实际 置信 度 就 要 高 一 些 
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3.4 随机 游 动 及 应 用 


随机 游 动 也 是 一 种 基于 运用 [0，1] 区 问 的 均匀 分 布 随机 数 序列 来 进行 的 计算 。 早 在 1906 
年 Pearson 就 提 了 “随机 游 动 "的 问题 。 以 后 随 央 其 理论 的 逐步 完善 ， 随 机 游 动 模型 在 物理 学 、 
牛 物 学 和 社会 科学 中 都 得 到 广泛 的 应 用 。 许 多 教科 书 中 部 可 以 找到 它 在 诸如 气体 分 子 扩散 、 
液体 中 巧 浮 物 的 布朗 运动 、 量 子 力学 中 藤 定 请 方程 的 求解 、 高 分 子 长 链 的 特性 研究 、 求 解 偏 
微分 方程 和 数学 积分 揭 近 似 计算 等 中 的 成 功 应 用 。 我们 在 介绍 它 的 应 用 之 前 ， 有 必 皮 首先 介 
绍 一 下 随机 游 动 模型 。 

我 们 以 一 个 醉 汉 的 一 维 行走 问题 作为 简单 的 例子 。 醉 汉 开 始 从 一 根 电 杆 的 位 置 出 发 (其 
坐标 为 x=0，x 华 慰 向 右 为 正 ， 向 左 为 负 )， 假 定 醉 汉 的 步 长 为 !， 他 走 的 每 一 步 的 取向 是 随 
机 的 ， 与 前 一 步 的 方向 无 关 。 如 果 酬 汉 在 每 个 时 间 间 陋 内 向 右 行 走 一 步 的 几率 为 品 ， 则 向 
在 走 一 步 的 几率 为 g=1-p。 我 们 记录 醇 汉 向 右 走 了 nn 步 ， 向 左 走 了 ny P. MAHET 
N=n, +n, 2. PAM MATETN EO, Bee RW xn, -mi ， 其 中 
-NLS XS ATI。 然而 我 们 更 感 兴趣 的 是 酬 汉 在 行走 N 步 以 后 , 离 电 杆 的 距离 为 x EE Poo 
下 面 便 是 醉 汉 在 走 了 NN 步 后 的 位 移 和 方差 的 平均 什 《<x cA >) 的 计算 公式 。 


AL 
< xy >= DPC) {3.4.1) 
a=—ht 
< AG, Pec, >< Ky >? (3.4.2) 
NE 
其 中 <x oe ¥ PRD) (3.4.3) 


公式 中 的 求 平均 是 指 对 N 步 中 所 有 可 能 的 行走 过 程 的 平均 。 上 面 提出 的 随机 游 动 问题 可 以 用 
概率 理论 解析 地 分 析 。< > 和 < Ar, > 的 解析 式 为 

< (六 一 的 ML， <A >= 4paN!? (3.4.4) 
注意 到 在 左右 对 称 的 情 部 下 ， 即 p=dg=iy2， 按 照 公 式 (3.4.4) 得 到 < 0. 

虽然 这 里 用 了 很 简单 的 解析 方法 得 钊 公式 (3.4.4)， 但 是 一 般 情 况 下 ， 能 精确 求解 游 动 问 
题 的 技术 芭 不 是 这 样 人 简单 。 有 两 种 重要 的 方法 可 以 用 于 游 动 问题 ， 它 们 是 查 点 法 和 蒙特 - 攻 洛 
方法 。 

在 查 点 法 中 ， 对 给 定 的 行走 总 步 数 入 及 总 位 徊 xx， 要 求 把 游 动 时 可 能 的 每 - 步 的 坐标 和 
几率 都 确定 下 来 。 这 是 可 以 用 概率 理论 精确 计算 的 。 例 如 ， 对 于 ww =3.!=1 的 醉 汉 一 维 行走 
问题 ， 由 概率 理论 可 以 得 到 R=- > P(x=-l=3pq*?. P(x=0)=3p’g, 
只 (x= 人 =q”， 由 此 可 以 算出 

<x >= xR) =-3¢ -3pg +3pg+3p = Ap- a) 
<x% >= ABO) = 99° +3p9 + 3p’¢ + 9p? = 12pq + [Bp -oF (3.4.5) 
则 < Ag >m > — <x, >= 12pg (3.4.6) 

AD RUT AY EA Be AT CE ON BDI AT A, 比较 大 时 用 起 来 
就 比较 困难 了 。 对 比 查 点 法 ， 莹 特 卡 党 方法 就 可 以 克服 在 游 动 中 网 这 个 困难 ， 具 有 上 网 广泛 的 
可 操作 性 。 蒙 特 卡 洛 方法 可 以 对 许多 步 的 游 动 过 程 进 行 抽样 ， 例 如 入 ~10? ~105。 我 们 可 以 
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FARE RARE, STARE NPR PT IT AEP. UU RBA PE TR 
要 达到 较 高 的 精度 总 是 可 能 的 。 

我 们 以 随机 游 动 的 蒙特 卡 阁 方法 企 求 解 泊 松 型 微分 方程 中 的 应 用 作为 例子 。 若 该 注 检 广 
程 及 其 边界 条 件 为 


OP dt 
ax? dy? =q y) BAT) 
$l- = F(s) 

TREK D 的 边界 ，s 为 边界 厂 于 的 点 。 这 里 我 们 采用 等 步 长 hi EDER ae 
分 法 。 在 区 域 内 的 任意 正则 内 点 0 (其 相 令 的 节点 都 在 区 域 PP ADT A aa CLA RP 
邻近 点 1，2，3, 4 上 的 函数 值 来 表示 。 如 同 在 第 四 章 中 将 要 介绍 的 ， 这 个 表达 式 育 如 二 差分 
方程 表示 (参见 公式 (4.2.22)) 

$o = A +6, +46, +6, 一 hga) 3.4.8) 


tt g BEER D 的 正则 内 点 0 上 的 函数 gtxy) 的 值 。 公 式 右 过 的 系数 1/4 可 以 解释 为 概率 。 
即 我 们 有 


w= SMe Sa £w =) + Wy = G =1234 (3.4.9) 

ia SL BL oh Re dn SUE A. DA: ESAO E 
PEME 车 满足 条 件 £& < V4， 我 们 选 定 下 一 RETIRE | 点 ; 若 满 足 条 和 件 
1 <& <1， 选 游 动 到 的 下 一 个 点 为 2 点 ; PRAMS ce < 了， 选 定 游 动 到 下 一 个 点 为 3 点; 
g 在 其 他 的 情况 下 ， 我 们 则 选 游 动 到 第 4 点 。 如 果 我 们 按 上 面 的 判 据 选择 了 0 点 周转 四 个 点 
中 之 一 区 点 ， 由 (3.4.8) 式 ， 则 0 点 函数 和 的 估计 值 为 功 = 和 一生 a 而 从 m 点 上 又 按 判 据 选 


择 周 围 四 个 点 中 的 点 时 ， m BRIG, HEHE n, =p g, 此 时 0 SRR g, 的 估计 值 


BETAS H = Ja anaco LAMAR, WEA 0 点 开始 进行 游 动 


并 记 下 该 点 函数 值 抽 =); CEB EI 点 时 ， 记 下 该 点 lga RE g: 直到 该 


游 动 到 第 J" i, BAMA A sP AR, PERRIS, FAA LR A R RAH Fs). 
此 时 我 们 可 以 得 到 0 点 上 的 函数 四 TEE 


no = F(s) — aya" (3.4.10) 
上 式 中 的 上 标 G) 表示 第 一 次 由 0 ALO PADRE, AMT. SALA 
的 坐标 值 * 及 ro BR. VARNA AMR fh. ER RS. 如 此 反复 从 0 点 
开始 进行 N 次 上 述 的 随机 游 动 ， 我 们 得 到 一 个 函数 奋 , 的 估计 值 序列 

fy??? (3.4.11) 
其 中 
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2 yim 
ny” = KG) ~ Sg, lh (3.4.12) 
4% 


则 OAHU A, 的 期 望 值 为 


¢, = Efm} = y7 Z z = (3.4.13) 
EEE 6, (AU EEF IAT EH 
e -> ky > -Erè (3.4.14) 


OPT BAL Ba. SERS ENAA AE. CEARA RE OL 2 

上 面 这 种 方法 可 以 推广 应 用 到 更 一 般 的 一 维 、 三 维 的 椭圆 形 方 程 的 求解 。 这 里 所 讨论 的 
汽 格 大 程 的 随机 游 动 求解 方 活 ， 实 际 . 上 是 基本 的 蒙特 卡 洛 方法 和 一 般 的 估计 原则 的 应 用 举例 。 
当然 ， 在 所 需求 解 方程 的 边界 条 件 特别 复杂 ， 而 我 们 所 需求 解 的 仅仅 是 系统 中 的 奉 干 点 的 函 
数值 时 ， 该 方法 是 可 供 选 择 的 有 效 方法 ， 

前 面 所 述 类 型 的 随机 游 动 或 链 (chain) 具 有 如 下 特征 : 它 在 游 走 中 任 … -阶段 的 行为 都 不 被 
先前 游 动 过 程 的 历史 所 限制 ， 即 区 域内 的 点 可 以 被 多 次 访问 ， 这 种 随机 游 动 过 程 叫 做 马尔 科 
去 (Markow) 过 程 。 又 因为 游 动 最 终 会 终止 在 边界 上 ， 故 而 上述 的 这 类 游 动 也 称 为 马尔 科大 链 。 
马尔 科 夫 链 正 是 这 样 生成 相继 各 状态 的 ， 它 使 得 后 一 个 状态 在 前 一 个 状态 的 邻近 。 由 此 可 以 
知道 相继 各 状态 之 问 的 确 存 在 着 关联 。 马 尔 科 夫 链 是 分 子 动 力学 中 由 运动 方程 生成 的 轨道 在 
概率 方面 的 对 诺 物 《关于 分 子 动力 学 方法 参见 第 六 章 }。 对 统计 力学 系统 进行 蒙特 : 卡 党 模拟 计 
算 将 在 本 章 第 6 节 中 介绍 。 另 外 还 有 一 种 非 马 尔 科 去 过 程 。 自 规避 随机 游 动 过 程 就 是 属于 这 
一 类 。 在 这 个 过 程 中 任何 一 步 的 游 动 概率 都 要 考虑 前 面 游 动 的 历史 ， 因 而 游 动 将 有 订 能 住 辜 
到 边界 前 就 被 强行 终 赴 掉 。 随 机 游 动 对 一 些 更 抽 人 每 的 问题 也 是 非常 有 用 的 。 

上 和 面 介 绍 的 解 微分 方程 的 随机 游 动 方法 反映 了 蒙特 下 党 计算 的 主要 特征 。 特 别 是 最 后 结 
果 和 游 动 过 程 的 记录 是 由 随机 数 序列 的 函数 得 钊 的 ， 并 且 得 色 的 结果 是 解 的 估计 值 . 伴随 这 
个 估计 值 的 是 其 分 布 的 方差 。 方 差 越 小 ， 确 定性 问题 的 不 确定 性 就 越 小 。 

在 随机 游 动 的 蒙特 卡 洛 方法 路 ， 有 一 种 最 常用 方法 称 为 Metropolis 方法 1。 它 是 前 面 介 
绍 过 的 重要 抽样 法 的 一 个 特殊 情况 。 采 用 此 方法 可 以 产生 任意 分 布 的 随机 数 ， 包 插 无 法 归 一 - 
化 的 分 布 密度 函数 。Metropolis 方法 是 通过 某 种 方式 的 “随机 游 动 ” 来 实现 的 。 只 要 这 个 随 
机 游 动 过 程 按 照 一 定 规则 来 进行 ， 那 林 在 进行 大 量 的 游 动 ， 并 达到 平衡 之 后 ， 所 产生 点 的 分 
布 就 满足 所 要 求 的 分 布 F(x). Metropolis 方法 所 有 梁 用 的 游 动 规则 是 选择 一 个 从 x 点 游 动 到 
x 点 的 “过 渡 几 率 ” woe), HE aR AT Et RS x, x, x)... FG A HAE 
达到 平衡 时 的 分 布 f(x 。 要 达到 这 样 的 重要 抽样 的 目的 ， 就 需要 对 过 流 几 率 wx, 区 的 选择 加 
上 适当 的 限制 : 

D 对 于 相 空 间 中 点 集 的 一 切 互补 的 对 偶 集 节 , 5}， 存 在 着 xe8 和 YeS， 使 得 mr zz0。 
这 是 相 空间 区 域 的 连通 性 和 遍历 性 的 陈述 。 

(2) HFRRERCEM BER. WF xx’, wx) 20. 

(3) WPA, AA Pwan. 
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(4) 由 于 要 求 极限 分 布 为 平衡 分 布 ， 所 以 对 所 有 的 x，Yatcroo= ra。 


(5) 可 以 证 明 ， 只 要 游 动 所 选 的 “过 渡 几 率 ” 满 足 如 下 的 细致 平衡 条 件 ， 就 可 以 达到 平 
衡 时 的 分 布 为 O) 这 样 的 日 的 : 
Co 一 区 = MW oD (3.4.15) 
第 五 项 中 的 细致 平衡 条 件 实际 上 只 是 一 个 充分 条 件 ， 并 不 是 一 个 必要 条 件 。 该 条件 并 
不 能 唯一 地 确定 过 渡 几 率 wlx x’) A, ELE w(x 一 x 的 选择 共有 很 人 的 自由 度 。 
不 同 的 选取 即 不 同 的 方法 。 在 Metropolis 方法 一 艇 采用 一 个 简单 的 选择 过 渡 儿 率 的 方法 ， 
Bp 


TY x = mi £| €5.4.16) 
f(x) 


具体 的 操作 是 这 样 的 ， 候 如 原先 我 们 已 经 到 达 x 点 。 那 么 要 产后 到 达 x ， 点 的 游 动 ， 我 们 
按 如 下 的 步骤 来 进行 : 


O 首先 选取 一 个 试探 位 置 ， 假 定 该 点 位 置 为 x， = x, t Ren, JEER] 
内 均匀 分 布 的 随机 数 。 
(2) 计算 ;= 了 Ce 的 数值 。 
fx) 


(3) RBS r 21 满足 (由 公式 (3.4.16)， 此 时 mwa, ox = wr, g)lir) 
那 就 接受 这 一 步 游 动 ， 并 取 x,,， = xy, 返回 (1) 开始 对 游 动 到 x,,, 点 的 试探 。 

(4) MARr <1 ER, wx, Ox Jer way S Xx,) 1)， 那 么 就 再 男 产生 一 个 因 ， 
1] 区 间 均 勾 分 布 的 随机 数 上 上 。 

(5) 如 果 此 时 上 上 <r， 那 么 也 还 接受 这 步 游 动 ， 并 取 这 步 游 动 所 到 达 的 点 为 x, ,| = 
然后 返回 到 步骤 (1)， 开 始 下 一 步 到 达 xx,,, 点 的 游 动 。 

(6) 如果 此 时 5 >r, MIRRI x, 这 一 点 ， 仍 留 在 x, 点 的 位 置 不 变 

(7) 返回 到 步骤 (1)， 重 新 开始 对 游 动 到 xx, ;点 的 具体 位 置 的 又 一 次 试探 。 

必须 指出 ， 采 用 这 样 的 游 动 过 程 时 ， 只 有 在 产生 了 大 量 的 点 ,XI1,X)… 后 ， 才 能 得 到 
收敛 天 满足 分 布 f(x) 的 集 。 这 里 有 一 个 明显 的 重要 问题 ， 就 是 如 何 选择 6 的 大 小 ， 才 能 提 
高 游 动 的 效率 ? 如 果 选 得 太 大 ， 嘟 么 绝 大 部 分 试探 的 步子 都 将 会 被 合 旗 ， 就 很 难 达 到 平衡 
分 布 ; 友之， 如 果 人 取得 太 小 ， 那 么 绝 大 部 分 试探 步子 都 会 被 接受 ， 这 同样 难以 达到 所 要 求 
的 平衡 分 布 。 根 据 实 际 应 用 中 的 经 验 ， 选 取 5 的 一 个 粗略 标准 应 当 是 : 选择 适当 6 人 小 的 不 
则 是 要 在 游 动 的 试探 过 程 中 ， 有 1/3 到 2 的 试探 步子 将 被 接受 。 按 照 这 样 的 标准 选择 得 到 
的 6 ， 就 可 以 大 大 提高 游 动 的 效率 。 另 一 个 在 Metropolis 方法 中 的 问题 是 ， 进 行 这 样 的 随机 
游 动 ， 从 哪 一 点 出 发 才 可 以 比较 快 地 达到 平衡 分 布 呢 ? 原则 上 讲 ， 从 任何 一 个 初始 位 置 出 发 
均 可 达到 平衡 分 布 , 但 是 为 了 尽快 地 达到 平衡 分 布 , 我 们 最 好 是 要 选择 一 个 合适 的 初始 位 置 ， 
这 个 初始 位 置 应 当 是 在 游 动 范 围 内 所 要 求 的 几率 分 布 密度 F(x) 最 大 的 区 域 。 在 本 章 以 下 两 
节 中 我 们 将 耳 解 到 Metropolis 方法 的 具体 应 用 情况 。 


ry 


wy ° 
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3.5 在 量子 力学 中 的 蒙特 卡 洛 方法 


量子 力学 中 的 波 函 数 是 直接 与 几率 密度 相 头 的 量 ， 我 们 有 分 布 密度 函数 的 关系 式 
p(x, Ddy = dix, ty’ de 

其 路 < 为 归 一 化 常数 , 因此 波 函 数 ye RRR AL. AHR BR A A LA Fe 
特 卡 阁 方 法 来 求解 量子 力学 问题 。 用 于 求解 量子 系统 的 巷 定 谱 方 程 的 蒙特 卡 洛 模拟 方法 通称 
为 量子 蒙特 卡 洛 方法 。 在 实际 应用 中 主要 有 变 分 蒙特 卡 洛 方法 (VMCJ)， 路 径 积 分 蒙特 卡 洛 方 
法 (PIMC) 和 格林 了 葡 数 蒙特 卡 洛 方法 (GFMC) 等 。 在 本 节 我 们 仅 介 绍 路 径 积 分 量子 蒙特 卡 洛 方 
法 和 变 分 量子 蒙特 卡 洛 方法 作为 入 门 的 了 解 。 

一 、 量 子 力学 回顾 

量子 力学 的 基本 方程 是 薛 定 请 方程 ; 


Hy(x,t) = ih w (3.5.1) 
i 


其 中 -Ah/2x 称 为 约 化 的 普 朗 克 常 数 ，h EMER. FRR. Hee 
观 粒子 ， 其 哈密 顿 算 符 让 可 以 写 为 
H - vay (3.5.2) 

为 势 函 数 算 符 。 求 解 哈密 顿 算 符 记 所 对 应 的 能 量 本 征 态 的 波 函 数 和 能 量 本 征 信和 是 景 子 力学 
的 基本 内 容 。 若 知道 初始 态 的 波 函 数 为 rfz, 和 )， 波 动 方程 (3.5 1 则 有 了 唯一 的 波 函 数 解 及 以 
后 时 刻 的 几率 密度 w(x,1】 。 从 费 曼 的 观点 来 看 ， 一 个 粒子 在 某 个 时 刻 z:， 荣 空间 位 置 x 的 
波 函 数 应 当 是 来 自 所 有 的 初始 态 位 置 “ 传 播 ” 到 该 时 空 点 的 幅度 ， 即 

yt) = [Dy (r,t xata) Y(X, to ey (3.5.3) 
上 式 中 的 Dy (Xio b) RY “EEE”. CRATER Alt, OE x, 点 的 波 函 数值 
对 下 一 时 刻 t ， 在 x SAAR RAR. eR Oe 


De(x, bxo,to) = (x lexp -i Êk-r) xo) (3.5.4) 
B11 FR op, ASR PTFE A EA A DRESAS, EREE EEIN 
fp, (x) = Ep,(x), (3.5.5) 
公式 (3.5.3) 所 示 小 函数 也 可 以 用 展开 式 表示 为 
y(x.t)=¥c,9, (xe (3.5.6) 


其 中 cu = [dxog; (xo)w{xo,0)。 由 这 些 表达 式 ， 我 们 得 到 传播 子 的 一 个 精确 表示 为 


Dr (X,t Xot =0)= X (xl, Ve (play) =¥ 0, (xo (x, Je" (3.5.7) 
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RoE Ase EB IN (ke, St =-it, WA 

Dp (x ti xo =0)= ¥ @, (x); (x je h (3.5.8) 
当 T 足够 大 时 , 特别 是 在 7 >> AE, — BCR ERASER, BAD RASHIIER), (3.5.8) 
AMA BK ARERR DERE ER. MRAM = 并 忽略 其 他 的 贡献 
项 ， 则 有 


D (x, ir wh =0) = (x) ee" (3.5.9) 
Ep 
lacy’ =e D, (x, -in,x,0) (3.5.10) 


AFA VA— 12 BU BER: lm rd dr =1, 基态 波 函 数 绝对 值 的 平方 可 用 传播 子 表 示 为 


je -1 
AESI = jim |>。 (x,~i7; xo f7 D, (x,-it; =0}ir ) | (3.5.11) 
tae 


RAED ET. Hee — 1, 时 间 间 隔 分 为 N+1 个 等 时 间 间 隔 & 的 小 区 间 ， 则 此 间隔 
Hen tth, WAY sty tke, K=OL N+), t= tye MURR RRR 


N+1 
Jax'| x" x" |=! (3.5.12) 


AK 人 .5.4 可 以 改写 为 ; 


ta e paes . 
Do f Xoh) = | dede, ey yy fee ay Yay [eM ayy) fem) 


= faedey..dey] [Dr Ores +E;x,,t; ) (3.5.13) 
一 k=O 
HN > o IY, 
(x le lr) = (= -让 全] 
= (x, |[l-iHe/h + Ole’)] Xrm) = &(x, —x,_,)— ie / A(x, |Al na? (3.5.14) 


引入 完备 的 动量 态 矢 ， 则 
HE Ê mk: 2 Tr 一 一 了 P 
(leo| EE j ODEA 


= = enfini (x, — <] (3.5.15) 
i£ 2E 
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取 连 续 极 限 得 到 


Dats) EY iile, cxf S 全 nE ZAV -see 


=A* Ildax,exp[iS{x,,x]/#] {3.5.16) 


其 中 常数 A 为 4= jm S 为 沿路 径 的 经 典 作用 量 。 


i tf 1 
s = f rar - if 中 至] -ve (3.5.17) 
A (3.5. 16) 表 示 传 播 子 是 Hie WAS (x, MAR (2, OWT ARE. WA TF 
exp[is AITARI ERR. JEP LER. 2xK3.5.16)P sfx ,zx] 是 所 有 各 种 可 能 的 分 
段 直线 段 构成 的 路 径 Cx, ox, O92, = Xiwe ) 之 和 的 总 作用 量 。 同 样 ， 如 果 我 


们 假定 将 t 延 拓 到 虚数 范围 时 ， LEY ERARE. 令 1= 一 ， 则 (3.5.17 ) 式 中 的 作用 量 
Six, x, 可 以 推出 为 


Sæ xa] = i fae fe = =f" -og ) -vo dr 


= if” E(x,t) dz (3.5.18) 
利用 上 式 ， 将 (3.5.16) 式 用 工 米 表示 ， 公 式 (3.5.1D 可 以 重新 写 为 
ERESI = tim Ter, (=f ear fe (3.5.19) 
其 中 
Z = fajia- e) (3.5.20) 
以 公式 人 .5.13)? 到 {3.5.17) 的 推导 ， 上 式 中 指数 中 有 一 个 路 径 积 分 ， 它 的 积分 是 沿路 径 
HSK, = My PX D oee A, S Aae SX 即 我 们 把 路 径 积分 的 空间 起 终点 总 和 xz 
分 别 放 在 上 ， 则 该 积 分 为 
+f mr 二 二 esje [== tal 一 ¥ ) a) = : E(x, Xj- xy) (3.5.21) 
因而 对 应 每 一 条 路 径 ， 就 有 一 个 能 量 。 公 式 (3.5.19) 于 是 有 如 下 形式 ; 
CAES = zj 11 dx, exf- A E(x, Xien Xy )] (3.5.22) 


由 于 取 x = x,， 并 对 % 进 行 积分 ， 此 时 须 加 进 一 个 8(x — x,) 函数 在 被 积 函 数 中 ， 则 上 式 可 
以 等 价 写 为 : 
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TRESI = jaf [lax 6(x 一 nz lea- 六 E(x,, x... x,)}| (3.5.23) 
其 中 Z ABS} eB BX 
Z= Jt [ex E(xo, Xj- 3) (3.5.24) 


上 面 的 公式 显示 出 量子 力学 中 前 费 曼 路 径 积 分 在 欧 氏 时 空 的 表示 ， 揭 未 出 量子 理论 与 
统计 力学 之 间 的 深刻 联系 。 这 时 的 路 径 积分 与 配 分 函数 两 少 在 数学 上 性 是 相同 的 ， 因 而 我 们 可 
以 用 计算 经 则 统计 力学 配 分 函数 的 做 法 来 计算 路 径 积 分 问题 。 

二 、 路 径 积 分 量子 蒙特 卡 洛 方 法 

下面 我 们 就 用 路 径 积分 蒙特 下 洛 方 法 求解 薛 定 刘 方 程 的 基态 能 量 和 基态 让 函数 的 数 
值 。 从 上 上 面 (3.5.23)? 和 (3.5.24) 两 个 公式 可 以 使 我 们 联想 介 玻 尔 兹 晶 分 布 ( 参 见 公 式 〈3.6.3)， 恋 
FR (x, p 的 位 形 分 布 密度 函数 正好 是 将 玻 尔 兹 坚 分 布 中 的 ET 换 成 太 E o lp, (x 可 以 被 视 为 
函数 B(x 一 xo) 在 位 形 {x0, Ke Xy} 《每 个 位 形 对 应 一 条 路 径 》 在 此 分 布下 的 平均 值 ， 其 分 
布 的 数学 表示 为 


P(X Xs ty) Ee, = exp- ole vonty) 2" Ea, (3.5.25) 


这 里 存在 的 一 个 关键 问题 是 ， 上 面 公式 中 给 出 的 P(xz,xiz) 有 具体 形式 计算 起 来 并 不 方 
便 。 在 计算 归 一 化 常数 zZ 时 ， 包 含 了 一 个 由 全 .5.24) 式 所 未 的 积分 。 这 个 计算 实际 上 是 一 
高 维 的 多重 积分 的 计算 。 费 曼 足 征 积 分 量子 化 的 欧 诺 积分 表示 (3.5.23) 公 式 中 的 积分 计算 也 
仍然 主要 是 个 蒙特 卡 洛 计算 问题 ， 对 它们 的 积分 计算 可 以 离散 化 为 对 路 径 的 求 和 。 但 是 采用 
-一般 随机 抽取 位 形 点 的 办 法 ， 效 率 是 很 低 的 。 尤 其 是 在 此 高 维 空间 中 做 均匀 抽样 时 ， 由 于 
es 人 指数 项 的 缘故 ， 火 量 的 点 会 落 到 对 求 和 贡献 非常 小 的 区 域 。 此 时 ， 如 困 我 们 采用 马 
尔 科 天 随机 游 动 的 重要 抽样 方法 一 一 Metropofis 方法 .将 是 十 分 有 黎 的 。 人 
法 ， 按 照 Q.5.25) 式 中 类 似 玻 尔 兹 波 分 布 的 分 布 函 数 来 抽取 若干 位 撒 {xp ste ŒR 
以 计算 出 公 公式 (3.5.22) 趾 基态 波 函 数 |m(xj 的 估计 值 ， pani Bett R358 lf 
的 值 。 

这 种 方法 在 求解 一 维基 态 波 函数 时 优越 性 并 不 明显 ， 但 大 在 更 复杂 的 量子 力学 计算 中 ， 
采用 路 径 积 分 方法 就 亚 示 出 极 大 的 优越 性 。 这 主要 是 由 于 在 传统 的 场 论 计算 中 ， 势 画 数 的 作 
用 是 用 在 真空 上 的 微 扰 方法 来 处 理 的 ， 而 在 路 径 积 分 中 ， 是 将 势 函 数 插入 到 作用 量 积 分 中 直 
求 数值 解 ， 事 实 上 是 在 做 精确 计算 的 尝试。 前 一 种 方法 对 电 弱 作用 的 计算 很 有 效 ， 但 对 于 有 
强 胡 互 作 用 的 向 题 ,其 使 用 价值 不 大 。 在 强 相 互 作 用 中， 拖 阵 元 不 能 人 驶 以 强硬 全 常数 展开 为 
收敛 的 级 数 。 另 一 个 优点 是 该 方法 将 时 空 离散 化 为 格 点 ,这 将 带 来 数值 计算 上 的 方便 。 此 外 ， 
采用 Metropolis 游 走 方法 来 选择 具有 代表 性 的 态 是 非常 有 用 的 。 该 方法 不 仅 可 以 以 简洁 的 数 
组 方式 给 出 场 的 描述 ， 还 能 够 对 积分 加 上 上 截断， 以 保证 在 将 格 点 上 的 离散 时 空 延 拓 到 连续 时 
空 时 微 扰 理论 的 重 整 化 。 

作为 利用 公式 {3.5.23)， 采 用 Metropolis 方法 来 计算 基态 波 函 数 的 例子 ， 下 面 我 们 将 计 
算 -- 维 简 谐 振子 的 基态 能 级 。 假 定 有 一 个 质量 为 m 的 粒子 ， 在 -…- 维 简单 简 谐 势 
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SS LE rr 


V(x) = mar’ x? /2 (3.5.26) 


HABE, BRA mo 为 单位 长 度 ，11@ 为 时 间 1== 一 jf 中 的 5 的 单位 。 公 式 (3.5.21) 则 
为 


I EË -x Ý £ ES 二 一 
ifar -| ve) =Ë Ay ny) -这 全] s -eg 
k=0 kof} 


. (3.5.27) 
Hot, AIL Rw. GRAN +1 SINT. Hox, = 加 的 一 条 路 径 ， 计 算 (3.5.27) 中 的 能 
量 ， 然 后 再 按 者 选 一 系列 路 径 ， 等 条 路 径 与 前 .条 路 径 最 多 只 有 在 一 个 时 刻 【 例 如 T,) ， 有 
不 相同 的 空间 点 《 见 图 3.5.1) K Metropolis 方法 来 确定 满足 上 面 概 求 的 新 径 迹 。 其 中 


图 3.5.1 采用 Metropolis 方法 时 的 路 径 选 择 ， 赂 中 中 连接 时 字 点 
fx Oj, r J eR Bee, 


将 随机 定 下 的 坐标 x) 改变 到 总 YL Aw, = min[Lexp(-eAz)], AE 为 分 别 包括 在 zt， 
If RUB IR A x’ A x, 的 两 条 径 迹 的 能 量 差 ， 可 由 公式 (3.5.27) 算 出 。 这 祥 的 随机 游 动 抽样 得 到 
的 径 迹 也 许 会 与 前 一 个 径 迹 相同 。 每 当 新 径 迹 选 出 后 ， 就 利用 人 3.5.23) 和 (3.5.24) 式 计算 被 积 
函数 莉 xz 一 局 ) 的 估计 值 ， 并 黑 加 到 求 和 之 中 。 最 终 该 求 和 所 得 的 值 与 抽样 路 径 的 总 数 相 除 所 
得 到 平均 值 ， 就 得 到 |p, (x) 的 数值 结果 。 按 士 述 方 法 ， 游 动 足够 多 的 步 数 后 ， 我 们 就 可 以 
得 刘 x 点 上 的 |po( 台 的 值 。 

在 离 藤 化 时 ，E 选 多 大 的 数值 才 可 以 保证 (3.5.11) 公 式 有 效 ? 这 个 问题 只 有 靠 试 验 和 结 
FRAT. BORA 上 面 所 述 的 时 间 单 位 ，f 值 一 般 选 在 10 一 16 的 范围 比较 合适 。 
确定 波 函 数值 时 变量 合适 的 取 值 范围 必须 由 经 验 来 确定 。 在 这 里 我 们 建议 ;如 采用 前 西 
所 述 长 度 单 位 ， 藉 取 值 范 国 在 区 间 [-3.3] 内 。 初 始 路 管 应 该 选择 连接 如 = xy, =O MERE. 
最 终 得 到 的 结果 庶 当 与 初始 位 形 的 选择 无 关 。 


HARAG PRE Ehem DR EEIE TREBOR. BJ 


各 -el ony pa (3.5.28) 
ia 


由 于 基态 波 函 数 谱 有 结 点 ， 因 而 


@olx) = yp (3.5.29) 
AA ESP AY HEP Zo h 
f _ f(x—h)—2f(x)+ f(x + A) 
ax he 
公式 (3.5.28)， 我 们 就 可 以 通过 各 个 离散 点 XX; 上 的 波 函 数值 得 到 基态 能 量 
三 、 变 分 量子 蒙特 卡 党 方法 
考虑 ”个 量子 体系 ， 它 的 哈密 顿 量 由 公式 (3.5.2) 给 出 。g (为 与 时 间 无 闫 的 哈 蜜 顿 最 六 
的 本 征 波 函数 ， 它 满足 的 莅 定 调 方 程 为 (3.5.5)。 现在 我 们 需要 求解 基态 本 征 能 量 E, 和 基态 本 
ESRR S g(r)» 
RAIATEA ARRA PRI FBR RPT BE ERRA Da T EAE 
量 ， 从 和 调 寻 找 基 态 波 函数 和 基态 能 最。 这 里 选择 试探 波 函 数 g 要求 物理 上 要 侣 理 ， 它 也 可 以 
用 一 个 或 几 个 调节 参数 来 改变 其 值 。 假 定 试探 轩 数 为 实 函 数 ， 则 变 分 原理 要 求 在 此 试探 波 函 
数 下 的 能 量 平 均值 应 当 大 于 束 等 于 基 态 能 量 值 ， 即 
< > jo onoke 
<l> [Pd 
EE 6 (Adi) 可 以 看 成 为 “局 域 能 量 ”E . ROR RE So RA, M ERP 


9 等 号 成 立 。 一般 情 况 选择 的 试探 函数 只 能 是 一 个 近似 的 信 计 现 数 。 由 哈密 顿 量 的 表示 
(3.5.2), 可 以 得 到 该 局 域 能 量 的 公式 


e=o'fip=— SOON @+V (3.5.30) 


EVI ARAL AAA. Gn Se AB Metropolis AE, Thon) 的 分 布 产 生 N PH 
Perren 则 从 会 式 (3.5.29) 可 以 得 到 试探 波 阔 数 对 应 的 能 车 平均 值 到 为 


E, =< H >= (3.5.29) 


N 
E, =< H >= 1 Dex) (3.5.31) 


不 断 改 变 试探 波 函 数 的 值 ， 并 计算 试探 能 量 的 平均 值 < 豆 >， 直 到 取得 < 所 > 的 最 小 值 。 这 时 
得 到 的 试 拧 波 函数 和 能 量 平 均值 < 吾 > 上 下限 就 是 基态 波 函 数 和 基态 能 量 本 征 值 已 。 

b 面 我 们 以 一 个 一 维 的 量子 体系 的 变 分 法 蒙特 不 洛 檬 拟 步 骤 作 为 示范 ; 

(1) 选择 一 个 物理 -合理 的 近似 基态 波 函 数 册 (9 作为 试探 波 函 数 。 

(2) KH Metropolis 方法 ， 按 照 分 布 密度 函数 8” (四 随机 抽取 Ny PELE Ix, x, xy be A 
用 公式 (3.5.30) 和 (3.5.31) 计 算 能 量 平 均值 五 加 。 

G) KARRERA, ER po 的 值 在 区 间 [6.5] 内 随机 变化 一 个 小 量 ， 即 
HOSP EE 2》 中 能 最 平均 值 的 计算 得 到 E51 。 

(4) 计算 能 其 平均 值 的 改变 值 AE, = ESO- ES, in Bag <0， 则 接受 这 一 个 
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6.1) 信和， 的 变化 ， 埋 划 ， 使 拒绝 这 个 改变 回 到 第 〈3) 步 ， 重 新 选择 试探 波 阔 数 的 改变 值 . 
(5) 返回 到 第 二 步 ， 反 复 循 环 直到 能 量 平均 值 不 诅 有 明显 的 改变 为 止 。 
如 果 经 过 M 次 被 接受 的 能 基 改 变 后 ， 能 量 平均 值 木 再 有 明显 的 改变 ， 则 和 ifxzj 和 已 2 分 
别 是 基态 波 冰 数 和 基态 的 能 量 本 征 值 ， 谈 分 蒙特 卡 洛 方法 与 随机 游 动 方法 的 结合 可 以 竺 到 很 
好 的 试探 波 孟 数 ,进而 求 出 很 准确 的 基态 能 荆 。 


3.6 在 统计 力学 中 的 蒙特 卡 洛 方 法 


统计 力学 的 研究 中 包含 了 个 少 随 机 的 概念 ， 因 而 在 这 个 领域 采用 蒙特 卡 洛 模 扎 方法 是 
点 不 育 怪 的 。 在 实际 问题 中 ， 体 系 中 微观 粒子 的 菜 物 理 最 在 相 空 间 的 分 布 的 平均 但 就 决定 了 
这 个 物理 量 的 观 凋 值 。 采 用 蒙特 上 洛 方 法 的 中 心 任 务 是 要 计算 这 些 物理 量 的 数学 期 望 值 。 其 
最 终 目标 是 要 计算 一 些 高 绯 积分 。 在 统计 力学 中 采用 的 方法 是 ， 首 先 用 - 个 哈密 顿 量 来 描述 
系统 ， 并 选择 一 个 对 问题 合适 的 系 综 ; 然后 用 和 这 个 系 综 相 联系 的 分 布 函 数 和 配 分 函数 来 计 
算 所 有 的 可 观测 量 。 这 时 蒙特 卡 洛 模 拟 的 关键 是 要 选 返 合 适 的 抽样 技术 ， 才 能 使 得 到 可 观测 
量 的 平均 值 : 

假定 我 们 对 一 个 处 于 热平衡 的 恒 刘 了 的 体系 感 兴趣 。 对 该 热力 学 问题 我 们 做 如 下 的 去 述 。 
设 有 -一 个 包含 N 个 粒子 的 恒温 的 平衡 态 系统 ， 我 们 要 计算 该 系统 的 可 观测 量 4， 即 该 物理 量 
的 平均 值 


(A(T) = 27 f Ae’ He Jide" (3.6.1) 
n 
其 中 三 (x') 为 系统 的 哈密 顿 量 描 述 ，f(x) 为 分 布 密度 函数 ， z 称 为 配 分 函数 ， 它 起 归 一 化 常数 。 
z= | f(E (re {3.6.2) 
ft 


上 而 公式 中 必 表 示 在 相 空间 中 的 态 矢 (例如 ， 其 坐标 为 各 个 粒子 的 空间 位 置 、 动 量 和 自 旋 等 )， 
它 给 出 该 状态 在 相 空 间 小 点 的 座 标 。 显 然 上 面 的 公式 计算 都 是 涉及 很 高 维 数 的 积分 问题 。 在 
统计 力学 的 实际 问题 中 ， 只 有 像 理想 气体 、 简 谐振 子 系统 、 二 维 Ising 模型 等 极 少数 类 型 的 站 
题 可 以 解析 地 严格 积分 求解 。 在 人 多 数 情 况 下 用 公式 (3.6.1) 计 算 物 理 量 < A> ， 我 们 只 能 借 
助 于 近似 方法 求 出 。 用 蒙特 卡 洛 方法 来 积分 时 ， 只 是 在 把 相 空间 离散 化 时 可 能 会 引起 误差， 
采用 蒙特 卡 洛 方法 时 本 身 存 在 的 统计 误差 以 及 由 于 计算 机 有 限 字 长 所 引起 的 数值 有 限 大 小 的 
眼 制 ， 此 外 一 般 不 看 在 任何 其 他 的 近似 误差 。 然 而 统计 误差 和 有 限 字 长 引起 的 误差 是 可 以 控 
制 的 ， 只 要 时 间 足 够 长 ， 字 长 足够 人 ， 就 可 以 减 小 误差 。 因 此 我 们 经 常 将 公式 (3.6.1)1 中 的 积 
分 计算 转化 为 求 和 的 计算 。 

正面 来 看 一 下 如 何 用 蒙特 卡 洛 方法 来 计算 (3.6.0 式 。 假 定 相应 的 系 综 是 正则 系 综 ,系统 对 
应 于 粒子 的 位 形 空间 参数 矢量 x' 的 哈密 顿 量 为 Hz)- 立 严 /12m + B(x')。 如 果 粒 子 问 的 作用 


FARRAR, VATU Ao) PRAIA. 这 是 由 于 在 这 时 动能 项 的 页 献 可 以 积分 积 掉 。 
则 在 平衡 态 时 其 几率 分 布 为 波 尔 获 曙 【Bottzmann) 分 布 。 即 分 布 密度 函数 为 
pix, TYdx = (ZY' f(E = exp D(x) Ak, T)KZY dr (3.6.3) 
x AB ARS Sa a EE AB k 为 波 尔 兹 总 常数 。 上 式 中 的 配 分 函数 为 
Z= J deexp B(x) Kk TY} 


从 上 式 中 可 以 看 出 : PA TAREE ARES x I.6 DARI DARA. KHARE 
RETEA. HERI E Dx) 的 站 均值 附近 分 布 有 很 陡峭 的 峰 。 采用 相 空 z pA R 
化 后 的 物理 量 4 HRR FEER 


> ale, )f @(x,) 


(acy) 二 - (3.6.4) 
È re) 
我 们 期 望 通过 随机 还 择 n MARE iSl. RRRA ARH 3.6.19 式 中 的 积 


分 .和牛 成 的 状态 越 多 ， 物 理 景 4 平均 值 的 估计 就 越 精确 。 由 于 相 空 间 古 高 维 的 ， 这 就 需要 极 
大 量 的 状 闵 ， 而 其 市 大 部 分 状态 对 求 和 的 贡献 是 非常 小 的 。 为 了 使 问题 可 以 有 效 地 进行 计算 ， 
我 们 采用 重要 抽样 法 的 按 术 。 这 种 扫 样 的 基本 想法 是 设法 产生 一 个 状态 的 子 集合 ， 使 其 分 布 
几率 为 

px, Tide = exp- Ox) ETINZY dx (3.6.5) 
即 取 分 布 概率 为 系统 的 直方 学 平衡 态 分 布 。 于 是 系 综 的 物理 量 4 的 平均 值 就 仅仅 是 对 这 个 状 


(A(T)) = 1a (x,) (3.6.6) 
i=l 


n 为 抽取 的 状态 数 . n BOK, TRARY OD PRA, 
于 采用 了 重要 抽样 法 ， 我 们 明显 地 提高 了 数值 求解 统计 力学 问题 (3.6.0) 的 计算 效率 。 

下 面 我 们 必须 解 痰 如 何 产 牛 满足 (3.6. 和 分 布 几 这 的 状态 子 集 台 。Metropaolis 等 人 提出 采 
用 蕊 尔 科 去 链 ， 该 链 从 任何 一 个 初 态 出 发 ， 进 一 步 生 成 一 个 状态 序列 {参见 3.4 节 )。 最 终生 成 
的 状态 子 集 合 满足 p= POD AW 我 们 先 从 一 个 初始 状态 ey HB. 通过 某 种 抽样 方 
法 产生 一 个 状态 序列 六 Ox, 一 三 二 …。 我 们 规定 在 单位 时 间 内 从 系统 的 一 个 状态 x* 人 到 男 -…- 


ti | 抽样 方法 的 选择 是 至 关 重 要 的 。 它 要 能 保证 


抽出 的 状态 子 集合 满足 热力 学 平衡 态 分 布 虽 如。 细致 平衡 条 件 whe, x p(x) = wlx', x) p(x’) 是 
马尔 科 去 链 最 后 收 黎 到 所 要 求 的 分 布 的 充分 条 件 ， 但 并 非 必 时 条件 山 。 选 取 不 同 的 过 小 儿 率 
函数 ， 即 选用 不 同 的 方法 。 这 为 趋 于 平衡 分 布 的 收 伍 快慢 贸 下 了 选择 的 余地 。 从 细致 平衡 条 
件 给 出 过 渡 几 率 只 依赖 于 概率 分 布 的 比值 这 一 事实 还 可 以 得 到 -- 个 重要 的 结论 ， 即 由 于 状态 
的 分 布 最 终 必须 对 应 于 平衡 分 布 p(x) = ZL7(@(t 疙 ， 因 而 比例 常数 即 配 分 函数 z 不 会 进入 过 
渡 几 率 。 这 个 结论 正 反映 出 这 个 方法 的 有 用 之 处 ， 但 是 由 于 不 能 在 一 次 模拟 中 直接 计算 得 到 
配 分 函 效 ， 使 用 该 方法 时 就 不 能 直接 算出 虽 由 能 严 = kT nz S =U iT. HERE 
JURE e Z, RIBET ANN FOE BE BF 

d) 在 相 空间 中 确定 一 个 起 始 状 态 x. AT BRAS RAM PAH. ATE 
PPa E A 
HRAT, RA i SE BE UO BRR. ERREGE Si JL 
大 的 区 域 。 

D 如 果 已 经 游 动 到 第 ” 步 ， 现 在 要 游 动 到 第 a+1 步 。 产 后 一 个 试探 状态 或 位 形 *。,， 使 


él 


Xy =X, +7, CEH, AER [6,6] AS REALM. BARA NUMER: ES 取 
Ae. BAIA, ARAMA POT Ai. HERR S 长 度 的 标准 是 要 使 113 到 1/2 的 
试探 状态 被 接受 。 
(3) 计算 过 渡 几 率 we ,rs 
(4) 产生 一 个 虽 ，]] 区 问 的 均匀 分 布 随机 数 ” 。 
(3) 如 时 rs Wx a Kany)? 那么 接受 这 一 步 游 走 ， Hex, = X iy 5 
(6) 如 果 7z > w(x xys]， 则 把 老 状态 当 作 新 状态 ， 即 取 x,, =x, ， 并 重新 加 到 第 (2) 步 ， 
重复 上 面 的 过 程 ， 我 们 就 可 以 完成 系统 的 蒙特 -下 洛 模 拟 。 这 样 的 模拟 过 程 实际 上 是 * F 
间 的 平均 。 但 是 , 这 是 对 位 形 空间 中 随时 间 变 化 的 运动 轨道 上 的 物理 景 所 做 的 下 均 。 统 计 力 
学 中 的 蒙特 上 治 模拟 方法 ， 按 系 综 不 同 分 为 ， 正 则 系 综 蒙 特 上 洛 方法 、 微 正则 系 综 蒙 特 卡 洛 
方法 、 等 温 等 压 系 综 蒙特 卡 洛 方法 、 巨 正则 系 综 蒙 特 卡 洛 方法 ……。 
我 们 以 Ising 模型 为 例 米 说 明正 则 系 综 蒙特 卡 洛 方法 。Ising 模型 % 是 用 于 解释 铁 磁 性 的 一 
个 著名 的 统计 格 点 模型 。 该 模型 的 定义 如 下 : 令 G = 为 一 个 d 维 、 共 及 个 格 点 的 体系 ; 
在 每 个 格子 i 上 和 有 一 -个 自 旋 ， 可 以 取 朝 上 或 朝 下 的 方向 。 用 自 旋 变 量 $, 来 表示 
L MSR BBE 人 
= 3.6.7 
5 i 如 果 白 施 0-6.7) 
ike eZ List ERRA AE J 相互 作用 。 如 果 还 存在 一 个 外 磁场 B ， 则 体系 的 哈密 
顿 量 为 


i N N 
= 一 二 ， 一 ， 3.6.8 
H 5 SS ES, - wByS, ‘ ) 


i=l {hj} i=] 
其 中 <i,j > 表示 只 对 格 点 i 周围 最 邻近 的 格 点 7 求 和 。j RERA E MERE., (3.6.8) R 
中 变换 耦合 能 7 为 正 时 ， 为 铁 磁体 的 模型 ， 各 个 自 旋 倾向 于 同方 向 排列 ，J AA. AR 
铁 磁 性 的 模型 ， 各 个 自 旋 倾向 于 反方 向 排列 。 该 模型 的 最 大 优点 就 是 简单 。 它 忽略 了 与 覆 点 
相关 的 原子 的 动能 ， 而 仅仅 只 包括 了 最 相 邻 原子 间 的 相互 作用 能 ， 自 旋 也 仅仅 只 有 两 个 离散 
ARI). Ising 模型 尽管 简单 ， 但 是 利用 它 仍 然 可 以 发 现 许 儿 有 有 趣 的 统计 性 质 ， 

球面 我 们 假定 相互 作用 是 铁 磁 性 的 ， 即 了 >D0。 描 述 体 系 性 质 的 配 分 函数 为 
Z= Ye ho (3.6.9) 


其 中 B=11CgT)，s = {3} 为 系统 格 点 上 的 自 旋 态 位 形 。 任 何 物理 量 都 可 以 由 配 分 通 数 得 到 . 
例如 在 温度 工时 的 磁化 强度 为 


13inZ 
=— 29% J Me 3.6.10 
M= R 之 (Se (3.6.10) 
其 中 
N 
M(S)=>5, (3.6.11) 


通常 我 们 对 磁化 强度 的 平均 值 < MO > BRKE < MS) > — < MCS) 六 随 系统 的 温度 和 外 加 
磁场 的 变化 感 兴趣 。 它 们 的 计算 公式 为 
<M(S)>=Z YM(S)e PO" = ¥ M(S)e PX jue 
5 5 s 
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<M*(S)>=Z" SM Sym = DMRS MNO /Ze (3.6.12) 


按 上 面 公 \ 式 中 的 求 和 来 计算 的 计算 量 太 大 ， 是 不 可 能 具体 在 计算 机 十 计算 的 。 蒙特 卡 洛 方法 
则 是 通过 重要 抽样 ， 从 所 有 状 态 的 集合 中 ， 抽 出 一 个 状态 子 集合 ， 司 得 对 此 子 集 合 中 状态 的 
平均 与 对 所 有 状态 的 平均 接近 ， 从 而 算出 平均 值 。 然而 产生 这 个 状态 了 集合 是 通过 一 个 多 次 
抽样 过 程 来 模拟 从 非 平衡 态 到 平衡 的 弛 列 过 程 来 实现 的 。 

我 们 首先 随机 地 给 每 个 格 点 选取 自 旋 初始 值 s ， 然 后 按照 顺序 , 逐个 地 对 人 每 个 月 旋 变 如 
通过 合适 的 蒙特 卡 洛 抽 样 步骤 来 决定 它 改变 为 另 一 个 状态 或 者 保持 不 变 。 对 日 旋 位 形 抽 样 的 
一 种 基本 、 ie Metropolis 方法 虽 。 其 具体 抽样 步骤 如 下 :首先 选择 任意 的 初 奶 位 形 
S= {S Saron Sisy 然 打 控 1A 的 人 对 几率 ， 随 机 抽取 一 个 格 点 i， 将 其 上 的 自 旋 反 向 ， 得 到 一 
个 新 的 位 到 Sels Sy}: 然后 利用 公式 (3.6.8) 计 算 能 量 差 AE= As)-AS), WR 
AE <0， 则 改变 有 效 ， Ne. 位 形 改 变 5 一 5;。 这 对 应 于 p($') > p(S) 和 ws 3 $’)=1. 
如 果 AE>0， 则 再 产生 一 个 [0，H 区 间 的 随机 数 六 ， 如 站 < e 全 ， 则 改变 仍 有 效 ， 取 自 旋 改 
Besos, BZ (Hir ze), Ws PRERE, ROT 

mS — S= exp hH HCS AAT /exp{-—A(S) ET)) 
EER, AAT ZAAT FAR. GAERA R 
p(x, Tide = (ZY fH(SDdr = expl- BH(s KZ "dx 
假定 我 们 已 经 进行 了 m kK GER", 发 现 系统 已 经 趋 于 平衡 态 ， 再 “ 渤 代 ”nn 次 ， 于 是 磁化 
强度 的 平均 值 为 
<m >-+ Sim(s,) (3.6.13) 


bMS 2A TOA ERR AHR. RFP AR TAAA A E R E 
难于 实现 的 。 为 了 估计 出 宏观 系统 的 性 质 ， 我 们 往往 给 系统 强加 上 周期 性 边界 条 件 。 即 
A(x)= Ax +) G=1,....4) (3.6.14) 
EAL =(....04,0...,0), L= hnd) 为 超 立 方 体 的 线 度 尺寸 。 这 样 就 可 以 淡定 粒子 怎样 跨 过 
边界 相互 作用 。 在 上 面 的 Ising 模型 中 相互 作用 仅仅 在 最 临近 的 格 点 上 的 自 旋 之 交 ， 因 而 这 样 
的 对 期 重复 仅仅 是 一 层 格 点 的 复制 。 周 期 性 边界 条 件 建立 起 了 平移 不 变性 ， 这 在 很 大 程 诬 上 
消除 了 表面 效应 。 
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BUR ”有 限 差分 方法 


41 引言 


物理 学 和 其 他 学 科 领 域 的 许多 问题 往往 在 被 分 析 研 究 之 后 ,都 可 以 归结 为 常 微分 方 各 战 
偏 微分 方程 的 求解 问题 。 一 般 说 来 ， 处 理 一 个 特定 的 物理 问题 ， 除 了 需要 知道 它 满足 的 数学 
方程 外 ， 还 诬 当 同时 知道 这 个 问题 的 定 解 条 件 ， 然 后 才能 设计 出 行 之 有 效 的 计算 方法 来 求解 。 
有 限 差 分 法 是 一 种 得 到 广泛 应 用 的 较 好 的 数值 求解 的 方法 。 

在 有 限 差分 方法 上 中， 我 们 放弃 了 微分 方程 中 独立 变量 可 以 取 连 续 值 的 特征 ， 而 关注 独立 
变量 离散 取 值 后 对 应 的 函数 值 。 但 是 从 原则 上 说 ， 这 种 方法 仍 可 以 达到 任意 满意 的 计算 精度 。 
因为 方程 的 连续 数值 解 可 以 道 过 减 小 独立 变量 离散 取 值 的 间 格 ， 或 者 通过 离散 点 上 的 函数 值 
插值 计算 来 近似 得 到 。 这 种 方法 是 随 着 计算 机 的 诞生 和 应 用 而 发 展 起 来 的 。 它 的 计算 格式 和 
程序 的 设计 都 比较 直观 和 简单 ， 因 而 ， 它 的 实际 应 用 已 经 构成 了 计算 数学 和 计算 物理 的 重要 
组 成 部 分 。 我 们 在 这 一 章 中 将 介绍 这 种 方法 和 它 的 应 用 实例 。 

有 限 莽 分 法 的 具体 操作 分 为 两 个 部 分 ，(1) 用 差分 代替 微分 方程 中 的 微分 ， 将 连续 变化 的 
变量 离散 化 ， 从 而 得 到 差分 方程 组 的 数学 形式 ，Q2) 求 解 差分 方程 组 。 在 第 一 步 小 ， 我 们 通过 
所 谓 的 网 络 分 割 法 ， 将 函数 定义 域 分 成 人 量 相 分 而 不 重合 的 于 区域。 通常 来 用 的 是 规则 的 分 
制 方式 。 这 样 可 以 便于 计算 机 自动 实现 和 减少 计算 的 复杂 性 。 网 络 线 划分 的 交点 称 为 节点 。 
BRT A PP 相 邻 的 节点 都 是 定义 在 场 域内 的 节点 ， 则 P 点 称 为 正则 内 点 ; 反之 ， 若 内 点 
P 有 外 在 定义 域外 的 相 邻 节点 ， 则 称 P 点 称 为 非 正 则 内 点 。 在 第 二 步 中 ， 数 值 求解 的 关键 就 
是 要 应 用 适当 的 计算 方法 ， 求 得 特定 问题 在 所 有 这 些 节点 上 的 离散 近似 值 。 

一 个 函数 在 xz 点 上 的 一 附和 二 阶 微 商 ， 可 以 近似 地 用 它 所 临近 的 两 点 上 的 函数 值 的 差分 
来 表示 。 如 对 一 个 单 变量 函数 Rr)， x AE MEK lla b] MERE. WK k= a x [a,b] 
区 间 离 散人 化， 我 们 得 到 一 系列 节点 x sa, x gee, th, Xxs3=Xy +h=a+2Ax, ..., Xn= 
x,+h=b, RERE Ad) IRS LR. BA A Bh, Ree. ty 
rex, AST aA kh Alx+h, EEE x Aa eon pe RHE: 

IO +4) f(s) 
Fa- fa- 
FO; +) — fly -h 


AINE ATT Sx, BAT. WOT eo}. BTR x, ER HE BR SRT LA 
写 为 


i 2 3 4 
Foy“ FOO-H OES O-PS f= 


> K ie bt ee 
Fy +A) = fth GD+ Ot foot ST t.. 


HS LUPE TRA SEAR h RAET A E a PB) A ae es 


Tarh- fA =) 
2h 
利用 (4.1.0 和 (4.1.2) 式 我 们 还 可 以 得 到 一 阶 微分 的 向 前 ， 向 后 一 阶 益 商 表示 
Fapa fat a ~ FO) 


FESE 


h 
将 (4.1.1D 和 (4.1.2) 式 相 加 ， 忽 上 略 有 的 立方 及 更 高 阶 的 项 得 到 二 阶 微分 的 中 心 差 前 表示 
File) LATS O) f h) 


h? 
(4.1.6) 式 的 截断 误差 为 O) 。 


AN) = 


(4.1.1) 


(4.1.2) 


(4.1.3) 


(4.1.4) 


(4.1.5) 


(4.1.6) 


利用 (4.1.3) 一 《4.1. 命 式 ， 我 们 就 可 以 构造 出 微分 方程 的 着 分 格式 。 这 里 要 指出 的 是 : 在 
构造 着 分 格式 时 ， 究 况 应 该 选择 向 前 、 向 后 还 是 中 间 差 分 或 差 商 来 代 蔡 微分 方程 小 的 微分 或 
微 商 ， 应 当 根 据 由 此 得 到 的 差分 方程 解 的 稳定 性 和 收 伍 性 来 考虑 。 同 时 兼顾 到 差分 格式 的 简 


单 和 求解 的 方便 。 


十 面 的 差分 步骤 可 以 推广 用 于 偏 微 分 例如， 对 于 了 = 了 (x, y) 的 情况 ， 拉 普 拉 斯 算 


符 在 0 点 作用 在 此 函数 二 的 值 vey (SE ase ， 也 可 以 用 临近 的 点 上 的 少数 值 米 表 示 


Hk. CWE 4.1.1, BA, =h, =h, =h, =hF) 


j1 di-l, j1) 


i 4-1, Ď Hl, j 


G+1, j-1) 
rl G1, j-4) | (7-1) 
il i H+) 
图 4.1.1 WAO MS 
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imta- i ne eer ne pe a a ~ 


(4.1.7) 


~~ ATER A R RE SE, REI AR: A TR CT i 
#) o REATRAWTRTAT EMR. PAE RISER Se A, ORF SE 
BG RE FT RE FPBIAS n+ 1 I aR REIN AA ote). AAA TARE ART E A aE 
BY RTA a. Altar ESAT aba. FR, BARA OTR). IK 
RTH SALA SK me RE Sa eo az. Ae RE, 
随 着 运算 次 数 的 增加 售 信 误 和 芷 会 积累 得 很 人 人 。 如 持 在 多 次 运算 后 。 舍 入 误 养 的 精度 影响 是 有 
限 的 ， 那 么 这 个 算法 是 稳定 的 ， 否 则 是 不 稳定 的 。 不 稳定 的 算法 是 不 能 用 的 。 

本 书 中 我 们 将 上 略 去 对 差分 法 稳定 性 和 收 合 性 理论 的 讨论 ， 尽 管 这 方面 的 内 容 是 相当 重要 
的 。 以 下 的 讨论 中 所 讲 旬 的 各 种 差分 格式 ， 我 们 均 假 定 求解 方法 满足 稳定 性 和 收 化 性 的 要 求 。 


4.2 ”有限 差分 法 和 偏 微分 方程 


利用 .上 节 访 介绍 的 微分 的 差分 表 寺 ， 我 们 就 很 容易 地 将 微分 方程 离散 化 为 荐 分 方程 组 的 
形式 。 但 是 由 差分 方 穆 所 得 的 解 完 全 取决 于 待 求 微分 方程 的 特性 。 正 如 我 们 在 物理 上 所 知道 
的 ， 边 界 条 件 的 情况 变化 将 会 引起 盖 分 方程 组 的 不 同 。 在 求解 微分 方程 中 ， 我 们 会 通 到 两 类 
问题 : 一 类 是 初始 值 问 题 ， 另 一 类 是 边 值 条 件 的 问题 。 人 在 初始 值 问 题 中 ， 部 分 边界 上 的 函数 
值 和 部 分 的 函数 偏 导 值 是 给 定 的 。 通 常 在 这 类 问题 中 的 独立 变量 之 一 是 时 间 !。 在 边界 值 问 
惑 中 ,边界 上 的 信息 是 给 定 的 。 本 书 中 我 们 仅 讨 论 后 一 类 问题 。 更 复杂 的 情况 可 以 人 参考 六 


献 [1]。 
假定 某 方 程 形 式 上 可 以 写 为 : 


Lo=q (4.2.8) 
其 中 工 为 售 偏 微 商 的 算 符 。 它 的 边界 条 件 一 般 可 写 为 : 
pi +5 (sy lc= 82(5) (4.2.2) 


这 里 G RAM DIA. 2,(s),e,(s) 为 边界 上 s AMAR. He ee 
不 同 ， 我 们 给 它们 不 同 的 名 称 。 
(1) 第 一 类 边界 条 件 ， 或 称 为 狄 利克 沫 (DirichleD 问 题 (8，= 0, g, # 0)> 


$1s= ats) (4.2.3) 
(2) BORA, RERA (Neumann) (g, # 0, g, = 0)。 
2 I= gts) (4.2.4) 


(3》 第 三 类 边界 条 件 ， 或 称 汇合 问题 (8, 4 0, g, # 0). 
对 于 算 符 工 为 斯 杜 - 刘 维 尔 (Sturm-Liouville) 算 符 的 特定 情况 ， 即 
L=—V(pv)+f (4.2.5) 
公式 中 的 p 和 是 给 定 的 函数 。 我 们 将 会 得 到 一 类 很 重要 的 微分 方程 。 它 是 在 流体 力学 、 等 
离子 物理 、 天 体 物理 …… SAE, 势 函 数 起 关键 作用 的 许多 问题 当中 的 基本 方程 . 当 p=1, 0 
时 ， 我 们 得 到 4.2.1) 式 的 特殊 情况 一 一 泊 松 (Poisson) 方 程 。 
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TAY, BRK ESE DUR N 个 相互 问 由 万 有 引力 支配 运动 的 体系 进行 研 
究 来 模 氛 再 现 的 。 这 样 的 研究 首先 是 朗 确 定 每 一 个 星球 受到 的 ， 由 其 他 所 有 星球 所 给 也 的 引 
力 ， 然 后 再 据 此 确定 每 个 星球 在 经 历 名 时 间 的 运动 后 所 处 的 空间 位 置 ， 继续 上 面 的 步骤 ， 我 
们 就 可 以 描绘 出 整个 系统 的 运动 过 程 。 星 球 间 的 作用 力 可 以 直接 通过 两 两 星球 间 相 互 作用 的 
计算 来 得 到 。 但 是 当 N 很 大 时 ， 这 样 的 计算 可 能 会 很 慢 ， 有 人 时 还 会 很 困难 。 通 常 我 们 是 用 势 
函数 来 计算 这 些 态 。 此 时 ， 若 机 计算 下 一 个 时 刻 星 系 所 处 的 状态 ， 我 们 就 必须 解 泊 松 方程 ， 
同样 , 在 对 不 同 束缚 条 件 上 的 带电 等 离子 体 的 特性 研究 中 ， 我 们 也 可 以 采用 儿 乎 与 前 者 相同 
的 步 骂 来 研究 。 描 述 核反应 集中 中 子 AYRE EAE PEAS EB BE BE ERRA AT DR 
定 在 何 种 条 件 下 反应 堆 装 置 将 会 处 于 临界 状态 。 

我 们 现在 考 嵌 方程 (4.2. 了 中 p 为 常数 的 二 维 的 情况 ， 我 们 可 以 得 到 下 面 的 方 各 :; 

as 2°8 i F(x, yp = qa y) (4.2.6) 

HAA o EE DAR EAE (4.2.6) 式 (区 域 五 的 边界 为 @. RABUN. BANG 
ERR DARUL NERS A AER D AB ATTE E ATT. 

B ERRI PS 4) FET WY. EEE P. A AERA G 的 形状 ， 
采用 最 简单 、 最 有 规律 、 和 边界 的 拟 合 程度 最 佳 的 方法 来 分 割 。 和 常用 的 有 正方 形 分 割 法 和 和 拖 
形 分 割 法 (如 图 4.2.1) ， 有 时 也 用 苦 角 形 分 割 法 ( 见 图 42.2) .对 圆 形 区 域 ， 应 用 图 (4.2.3) 


LOAN \ 
CON 
NAY 


0 Es 


图 4.2.1 KARERE 5} ll 图 4.2.2 REKHA 

所 示 的 极 网 络 格式 也 许 更 方便 些 。 这 些 网 络 单元 通常 称 为 元 素 ， 网 络 点 称 为 节点 。 若 场 域 的 
网 络 节点 都 落 在 边界 DD 上， 则 显然 无 需 再 做 处 理 。 但 是 在 一 般 情 况 下 ， 边 界 G 是 不 规则 的 。 
网 络 节点 不 可 能 全 部 都 落 在 边界 G 上 。 对 (4.2.3) 式 给 出 的 第 一 类 边界 条 件 ， 通 常 有 两 种 处 理 
办 法 。- -种 是 所 请 的 直接 转移 法 ， 如 果 0 节点 靠近 边界 ， 则 取 最 靠近 0 点 的 边界 节点 上 的 柳 
数 作 为 0 点 的 函数 值 。 这 是 一 种 比较 粗糙 的 近似 。 另 -种 方法 是 较为 精确 的 线性 插值 法 。 对 
第 二 、 三 类 边界 条 件 也 可 以 用 插值 法 求 出 临近 边界 节点 上 的 函数 值 ， 

直面 我 们 把 节点 上 偏 导 的 数值 用 节点 上 的 函数 值 来 表示 出 来 。 设 区 域内 部 某 节点 0 附近 
的 各 节点 如 图 4.1.1 所 示 。 这 里 我 们 取 步 长 不 相等 的 最 一 般 情况 。 以 g,, Oy. bo. 9,,9, 分 别 
代表 在 节点 0, 1, 2, 3, 4 处 9 的 函数 值 。 如 前 所 述 ，0 点 的 一 阶 偏 导 数 可 以 通过 先前 或 向 
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Beh e e ~ -i 


VRS, FA 1 和 3 节点 i 


(4.2.7) 
图 42.3 求解 区 域 的 极 网 络 分 划 
或 
的 = ĝo- 43 (4.2.8) 
ex jy h, 


显然 这 种 单 侧 差 商 的 误差 较 大 。 如 果 要 寻求 更 精确 的 差分 格式 ， 我 们 可 以 引入 待定 常数 we,8 ， 
由 上 和 由 的 泰 翔 展开， 构造 出 如 下 的 关系 式 : 

_ aval _ (ag | 2 2 4.2.9 
ald, — o) + BW, — po) Ca Bh.) + z È Jen + Bho) +. ( ) 


(Se ORRAT, MOB a 和 之 同 应 当 江 是 
ox 
hy’ 
— 3 (4.2.10) 
ao he B 
将 公式 (4.2.10) HA (4.2.9) ， 并 舍 去 高 阶 项 ， ARZ) 的 另 一 个 差分 表达 式 


Ẹ (一 各) 一 所 "(3 一 向 ) 


4,2.11 
ax hi (hy + Ay) € ) 
当选 用 等 步 距 加 = h = h, Bt. LERA 
& = 由 — $5 (4.2.12) 
ax |, 2h, 


这 就 是 我 们 前 面 已 提 到 的 中 心 差 商 表 达 式 。 下 面 将 继续 推导 二 阶 偏 导数 的 差分 表达 式 。 在 
C429) R, MR SP) MARAP, MWH 和 有 问 存在 关系 式 ， 


Q 
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A 
= oh 4.2.13 
Q A B ( ) 


将 上 去 (4.2.13) RA (4.2.9) COR, JR h EALAR MAARA: 
2 — — 
[Fe] -2 $4) + hh (Os — Oy) (4.2.14) 
x? | hha + hy) 
当 用 等 步 长 h = hy = h H, CARH 


52 | Pi — 26 + 95 (4.2.15) 
ox? |. h 


x 


它 的 误 益 为 OCR) 。 


用 完全 相同 的 计算 方法 ， 我 们 可 以 扒 导出 3] 的 差分 表达 式 


oy? 有 ah, Ch, + hy) 
当 采 用 等 步 长 如 = 及 = 如 时 ， 有 
og ĝa 20 + Hs (4.2.17) 
ay” Jo hy” 
将 公式 (4.2.14) A (4.2.16) 两 式 代入 方程 《4.2.13) ， 我 们 就 得 到 该 方程 的 差分 表达 式 为 
y no r AT E = 4.2.18 
(Vo), | nh (h th) + kh en +h) + fobs =h ( ) 


如 果 在 x 和 yy 方向 的 步 长 分 别 相 等 Bla =k, =, Mh = h, = ht, M EREA 


h? h 


x ¥ 


出 ~ 29 + A + $y — 2 + $, + fat = qa (4.2.19) 
一 般 可 以 用 条 标 来 表示 节点 的 标记 ， 将 上 式 写 为 


1 1 
h 2 Og ~ 26, | + Pia) + h 2 (Ë; jai 7 2¢, ; + $, 5-1) + Fi js = fij (4.2.20) 
x ¥ 


ERED, ;所 满足 的 差分 方程 。 通常 称 为 “五 点 格式 ”起 “ 蒜 形 格式 ”， 特 别 是 当 A, =h =h 
IM, RIE: 
Paang + Ping + Oja + Oia t (h’f — 4), = ha, ; (4.2.21) 


对 于 了 HOMIE (4.260 为 泊 松 方程 ， 由 “4.2.21》 式 得 到 
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Dnj + P51; + Pi fat + Pj 一 49; ; = h'a,., (4.2.22) 
对 rr=z=0 的 拉 普 拉 斯 方程 ， 丛 (4.2.21) 式 得 
Piss; +O, 1, + Pi jaa + ọja 49; ; = 0 {4.2.237 


4.3 有 限 差分 方程 组 的 迭代 解法 


前 面 我 们 导出 了 微分 方程 的 差分 格式 ， 下 一 步 便 是 要 考虑 如 何 对 该 差分 方程 组 求解 了 。 
我 们 回 到 求解 微分 方程 (4.2.6)。 假 定 该 问题 是 个 在 边界 G 上 的 狄 里 克 菜 问题 。 其 求解 的 区 域 
DETER] (OS x,y 1)。 我 们 在 平行 于 x,y BH AMO sey Moen eA 
以 等 步 长 作 网 络 划 分 ， 边 界 G 上 的 节点 前 数值 为 giu 《如 图 4.3.1 所 示 》。 则 用 (N+ D4 +) 
网 格 划 分 的 单位 矩形 求解 区 间 忆 中 ，x,y 方向 的 步 长 分 别 是 A = 1/N 和 =1/ MM 。 对 这 样 的 
问题 利用 盖 分 计算 格式 (公式 (4.2.21) ), FER M=N (MA=k), WH (426) 可 以 
近似 写 为 
Pia tO + Pin t+ Op —[ 4-H f bd, = Way, | 


(4.3.1) 
$; = gj, 在 D 的 边界 G 上 


为 了 进一步 做 求解 的 详细 分 析 ， 我 们 现在 考虑 
了 =f; = 0) 的 特殊 情况 ， 此 时 要 求解 的 是 狄 时 


y= (Mh | Tt Ty 
RAF BAVA AE, CARRA 
r +t tt 24 24 


dat By 109) EDA (4.3.2) 
c= gip) 在 D 的 边界 人 上 


i who eth DA x 微分 方程 问题 (4.3.2) 对 应 的 差分 方程 组 为 (参见 公式 
图 4.3.1 FCN + 1XM + 1) 网 格 划 分 的 (4.3.10). 


方程 (4.2.6} REREN D 
ba Oris Oras tOn toa) = EO 
;一 84, 在 DD 的 边界 上 
引入 y 方 向 的 层 向 量 《也 可 以 取 x 方向 分 层 的 层 向 量 ) 


(4.3.3) 


Pus # hj 
_ 92.4 1| Egy 

$; 7 . q; = -3 . 
byt; Wan 4; 


并 记 
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an nee i ee Ch RE > a 


P= h = by 
w- byi 
则 方程 组 (4.3.3) 就 可 以 写 为 
KO=B (4.3.4) 
其 中 天 矩阵 的 形式 如 
G -H4 ve 0 ] 
“Ha G -14 (4.3.55 
K= : | 
h, 14 
0 ‘4 G | 
了 是 (mw -六 阶 的 单位 短 阵 。G Awe MAM, BARRA 
| -E44 --- o ) 
V4 boc. i) (4.3.6) 
ng 
0 … -4 1 | 
从 公式 〈4.3.3) — (4.3.6) ， 我 们 可 以 得 到 y=p 上 各 个 节点 的 差分 方程 有 如 下 形式 
1 -/4 0 Ym 1 0 … OV a HG, ga ga 
V4 | Fea (4.3.7) 
oo, ， . F7 . = 
=a i A 0 4 : 
0 -4 1 al [0 -- 0 I]l&p ey. — 8x1 Eno 
Bp 
Go, ~ 21, =b (4.3.8) 
同样 沿 y= 2h LAA An PAP 24} A 
i 1 
-7% + Go, -4 =b, (4.3.9) 
其 中 
Le 
a | es 
-了 Ra C4.3.10) 
Hayaa- Bz 


原来 求解 微分 方程 “4.3.2) 现在 已 经 变 成 为 求解 〈4.3.4) 的 线性 代数 方程 。 原 则 上 ， 只 
要 我 们 取 网 格 间 焉 足够 小 ， 这 个 方程 可 以 得 到 精确 解 。 但 是 我 们 注意 到 差分 方程 的 解 不 大 可 
与 原来 的 偏 微 分 方程 “4.3.2》 的 解 完 全 相同 。 两 者 间 的 偏差 正 是 由 于 用 差分 公式 代替 偏 微 
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Ann SRS eo a SR Sh AIOE eee ee 


分 所 带 米 的 。 在 实 幅 中 ， 有 必要 在 求解 方程 《4.3.4) AAAS EE h 值 来 计算 以 检 
验 结果 的 收 黎 性 。 

求解 方程 (4.3.4) 有 各 种 各 样 的 方法 ， 下 面 我 们 列 册 三 种 方法 . 

首先 ， 我 们 可 以 采用 直接 求解 法 来 解 方程 (4.3.49 。 这 蚌 通 过 求 系数 知 阵 K EERE 
得 到 方程 的 解 


P= KIB (4.3.11) 

在 实际 运用 中 ， 由 于 年 阵 K 的 维 数 通 常 都 很 人 ， 且 计算 机 计算 的 依 入 误差 会 引起 数值 结 
果 的 不 稳定 ， 央 而 在 实际 应 用 中 还 存在 较 大 困难 。 但 对 像 泊 松 方程 这 类 问题 的 求解 ， 就 可 以 
ANAK. GRAB Boer Sw, RAW ROR Resa, MOA AE 
们 将 在 本 章 第 四 节 中 进一步 介绍 。 

第 二 种 方法 是 用 随机 游 动 。 我 们 已 在 3.4 节 由 对 此 和合 了 详细 介绍 。 

实际 上 ， 在 采用 有 限 交 分 法 求解 微分 方程 的 实践 中 得 到 广泛 应用 的 是 第 三 种 方法 ， 即 和 4 
CORTE, BO IC DRA SR RE IT aR REE. GER RE Si | RE 
ET RR TE AA. AR BATA ES SP PAA RR RIE 

AAT RA ot aT BT Le Heo} A 4.3.4) eA OK 具有 如 下 特征 : 系数 矩阵 K 
a MAD HOR AEH CRA ME. K SORE RMA —7T LR PRA DHILPRBE, 
如 上面 我 们 给 出 的 五 点 格式 中 ， 非 零 元 素 的 个 数 不 超 过 5 +h. RAR Ae AGE 
PE K 由 的 非 零 元 素 及 每 个 非 等 元 素 在 此 一 维 数组 小 开 址 型 的 信息 便 足 够 了 。 这 样 就 可 以 极 估 
节省 计算 机 的 存 贮 空 间 。 当 边界 与 网 格 节点 重合 时 ， 垂 阵 KK 是 个 对 称 正定 插 阵 ， 其 非 零 元 素 
都 是 实数 。 可 以 证 明 这 时 的 矩阵 多 有 (wt 个 正 奖 本 征 向 量 ， 其 对 应 的 本 征 值 为 


1 
Agi K) =] -3 (cos pa + cosqatt) s (p,q =1,2,..,N — 1) (4.3.12) 


但 是 当 过 办 与 网 格 节 点 不 重合 时 ， 天 的 对 称 性 将 被 破坏 。K 通常 是 不 可 约 的 ， 因 市 该 方程 组 
不 能 由 其 中 的 荣 一 部 分 单独 求解 。 

现在 我 们 就 根据 对 算 阵 的 这 些 特性 分 析 ， 来 讨论 求解 方程 组 (4.3.4) 的 选 代 求 解法 
求解 差分 方程 组 (4.3.4) 的 最 简单 的 办 法 是 雅 可 比方 法 , 又 称 直 接 选 代 法 。 我 们 可 以 将 公式 (4.3.4) 
等 价 地 写成 如 下 形式 


P=RD+B (4.3.13) 
AUP Rai-K, TAR. RARRRARAAM EACH. MRE E-A 
Rig Hoe >, WRT Lab ARE “cet” Ratti”. BM 
p” = RD + B, g -ER +B (4.3.14) 


如 果 K IRMA KIERR, MIR RE AE EMT REE. 也 称 为 雅 可 比 (faccbi) 达 代 和 矩阵 。 
这 个 矩阵 的 一 个 重要 特征 是 它 有 一 个 特定 的 谱 半 答 p(R) ， 此 谱 半径 等 于 该 矩阵 最 大 本 征 值 的 
绝对 值 。 从 天 矩阵 的 本 征 值 表示 式 (4.3.12) 可 知 矩 阵 愉 的 本 征 值 为 
4,,(R) = 5 (cos prh+cosqm)> (p,q = 1.2... N — 1) (4.3.15) 
如 果 我 们 开始 时 给 出 一 组 任意 的 猜测 势 函 数值 四 = (HO) ， 我 们 可 以 证 明 在 连续 使 用 
公式 (4.3.13) 的 迭代 后 ， 会 得 到 的 改进 值 收 全 到 满足 微分 方程 和 (4.3.4) 的 解 中 = {9,) 。 设 在 第 
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次 选 代 后 的 一 组 误差 为 Bo = Bo mpe THAT = 0-9, RATT 
EP =O” B= RO” + B- (RO + B)= ROE — D) = REX (4.3.16) 
Al EW =R t pÙ 


及 应当 在 上 >o MHRS EERE, AICE SR EA PS, HH 
FERIDO AK. MEL, RE 0 的 条 件 是 R 第 阵 的 谱 半 径 应 满足 不 等 式 p(R)<1。 


由 (4.3. 人 和 (4,3. 式 可 以 看 出 R 矩阵 的 每 一 行 元 素 么 和 均 小 于 1， 而 只 要 有 一 行 元素 之 和 小 
于 1， 则 可 保证 R 第 阵 有 具有 满足 不 等 式 p(R)<1 的 特性 。 因此 在 连续 使 用 公式 (4.3.13) 的 碗 
代 后 可 以 得 到 上 与 初始 估计 和 值 鲁 中 无 关 的 满足 差分 方程 组 (4.3.4) 的 解 。 


FE URE Be AG ER A A 
pl el = merle] 43.18) 
谱 范 数 | 表示 当 短 阵 R 作 用 在 单位 矢量 上 时 被 放大 的 最 大 因子 。 则 从 公式 (4.3.16) 可 导出 
ents tal je" 319 
4 足够 大 时 ,从 (4.3.19) 可 以 写 为 (参考 文献 [2]) 
Jes poof “3.20 


因此 矩阵 只 的 谱 半 和 经 越 接近 1, WR TR ae eT 
FANS BBE AGS. oR 体 写 成 为 


ge = Leg, +9, +9, +9, — Hg, ,) (4.3.21) 


PARAM SIRT EIR, MAEHE A URI DEEL. ARAL 
面 方程 (4.3.21) 的 右 端 ， 求 出 各 内 节点 的 第 一 次 迭代 法 的 阔 数 近似 值 pt? 。 然 后 依次 循环 下 
去 ， 以 第 次 碗 民法 的 近似 值 来 求 出 £41 次 的 近似 值 。 这 种 所 谓 松 弛 达 代 法 的 缺点 是 ， 它 需要 
两 套 存 贮 单元 ， 分 别 存 贮 两 次 相 邻 次 数 迭 代 的 函数 近似 值 ， 因 而 需 占 用 的 内 存 较 大 。 此 外 ， 该 
方法 的 收敛 速 度 也 慢 , 因 此 它 也 就 没有 什么 实用 价值 。 

一 种 改进 后 比较 好 的 适 代 方法 是 所 谓 的 高 斯 - 赛 德尔 适 代 法 。 它 实际 目 是 在 k+1 次 先 代 
中 ， 和 将 已 经 得 到 的 某 些 相关 节点 上 的 第 x+1 次 迁 代 近似 值 代入 进行 计算 。 有 具体 地 说 ， 如 果 
AWR y 方向 《或 x 方向 ) RET y = (一 1 (或 x = G- 1) Me 1 POR, MTT 
在 y = jh Ox = ih) BOA ATO, RER AE CH H k ORICA RA ETE. 
RES EAP ERR ARAS 21 BC FRIES 


feed 一 els + (A) + + gin +o? 一 hq) (4.3.22) 
JR BE AE i BT -BE AB AR IB RK 我 们 也 可 以 将 (4.3.22) IERA I ER AE ERER, 
BED = LP 4 HO + B (4.3.23) 


POPPER RA L+U H=I-K=R. LER ARAMA ERAS, i 
U ARRENA at RAR eR TOR AS. OKRA RE EL AARE OR 
小 的 。 
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je" a Pje] (4.3.24) 
Teas ER ART CE He eB Se PT BEE EA H TREERE, ARE 
IREE JA T OUR Oe, SIA SR Aw. GBA (4.3.22) Axe Ri E N ki 
结果 作为 一 个 中 间 结 果 ， 它 表示 为 
Tet 1 k+l k+! 
O15 = Os + Wha FO? toa TRA) (4.3.25) 


HR eR TE EL ZO MP HMEC, ED 


i 


(k+l) oo aik) Tikti) y (k+l) 加 (k) 
Coa = 由 + op 一 内 7) = Oh, ; +l Op; 


@ ; 2 ’ 
=) tg Pests toa tO ) (4.3.26) 


这 就 是 所 请 的 超 松弛 适 代 法 。 利 用 公式 人 4.3.23) 我 们 得 到 
T= OB —BO""Y) SoG! +0 - OO" = RO” + ol —@L)'B (4.3.27) 
SEP. u BERI. ARIRE R 的 表示 式 为 
R, =U — YoU + -@)) (4.3.28) 


(4.3.27) 式 与 《4.3.13) 式 相似 。 类 似 与 前 面 由 公式 (4.3.13) 导 出 (4.3.16) 式 ,我 们 可 以 刊 (4.3.26) 
推出 


EV =R E“? (4.3.29) 
同样 ， 当 上 足够 大 时 ， 从 (4.3.29 可 以 得 到 
Je] = pcr Eo] (4.3.30) 


pR) ASEM R MOSES. ERLE, RMS SS CRG UC aE oe FAA o 的 选取 。 公 式 
(4.3.30) 告 诉 我 们 ， 松 驰 因 子 中 的 值 的 选择 标准 应 当 是 它 能 减 小 年 阵 R， 的 最 大 本 征 值 的 数值 。 
中 的 取 值 范围 在 1< w <2 时 ， 收 敛 速 度 较 好 。 当 四 =1 时 ， 这 就 是 高 斯 - 赛 德尔 选 代 法 。-- 般 
青 况 下 确定 @@ 的 最 佳 值 o, ， 只 能 靠 经 验 来 选取 。 但 对 正方 形 区 域 的 第 一 类 边 值 问题 ， 最 佳 的 
o BT Mae hae A 

7 2 
+ sinGr /1) 
1 中 为 每 边 的 节点 数 。 若 是 算 形 区 域 ， 用 正方 形 网 格 分 割 ， 每 边 的 节点 数 分 别 为 1+1L 和 mtl， 


则 可 选取 
Lf] 1 


一 般 地 讲 ， 只 要 超 松 弛 因子 wm 选 得 合适 ， 就 可 以 大 大 地 加 快 收敛 速度 ， 可 以 做 到 有 阶 的 改善 。 
由 于 我 们 事先 不 可 能 知道 满足 方程 (4.3. 甸 的 函数 值 中 = 履 ， 要 决定 迭代 值 是 否 满 足 精度 
BRO” 一 hi < EQ; 4 我 们 可 以 采用 判断 不 等 式 


ah (4.3.31) 


74 


pel 


(4.3.33) 

pej" 
AVL. WERE, RTD. He 为 设 定 的 相对 精度 值 ， 移 位 矢量 aew 的 定义 为 
A® = WP }= (lo? - 94") (4.3.34) 


一 般 将 s 值 取得 比 要 求 的 精度 要 小 10 倍 以 上 ， 以 保证 实际 所 要 求 的 精度 。 
4.4 求解 泊 松 方程 的 直接 法 


利用 选 代 法 来 求解 益 分 方程 组 往往 计算 量 非 常 大 。 当 然 ， 我 们 可 以 采用 上 一 节 中 介绍 的 
一 些 有 效 的 办 法 来 加 快 有 限 差分 法 数值 求解 的 收敛 速度 。 但 是 ， 即 使 是 这 样 ， 我 们 仍然 感觉 
到 这 样 来 加 快 求解 速度 的 效果 是 有 限 的 。 例如， 我 们 在 模拟 静电 场 中 电离 气体 的 “雪崩 ”过 
程 时 ， 往 往 以 离散 的 时 间 间 篇 来 分 析 系 统 中 电子 和 正 离子 的 运动 状态 。 若 我 们 在 系统 的 xyz 
三 度 空间 中 ， 以 等 步 长 的 正方 形 分割 法 划分 网 格 ， 则 在 某 一 个 节点 周围 xz 正 反 方 间 上 各 
hn 这 长 度 的 体积 元 内 的 平均 电荷 密度 值 就 是 该 节点 上 的 电荷 密度 值 。 此 时 的 势 函 数 可 以 通过 
求解 泊 松 方程 得 到 。 通 过 势 函 数 对 空间 坐标 作 微 分 计算 则 可 以 得 到 单个 粒子 上 的 受 力 。 利 用 
牛顿 方程 就 可 以 确定 这 些 粒 子 在 力 的 作用 下 的 运动 轨迹 ， 进 而 可 以 计算 出 在 经 过 At 时 间 间 隔 
后 ， 各 个 节点 上 新 的 电荷 密度 分 布 值 。 然 后 我 们 又 必须 再 次 求解 泊 松 方程 ，……-。 
这 样 我 们 在 模拟 过 程 中 需要 不 断 地 对 微分 方程 求解 以 得 到 势 本 数 随时 间 的 演化 值 ， 而 这 个 求 
解 时 间 又 不 能 远 远大 于 模拟 中 其 他 的 计算 时 间 ， 否 则 微分 方程 求解 这 一 步 的 计算 耗 时 ， 就 限 
制 了 所 能 模拟 的 系统 中 的 粒子 数量 。 在 这 类 问题 中 ， 往 往 假 定 是 在 场 域 和 边界 条 件 都 十 分 简 
单 的 情况 下 对 问题 的 求解 。 鉴 于 上 述 胃 难 情况 ， 我 们 可 能 会 用 到 直接 方法 求解 ， 从 而 避免 采 
用 前 面 介绍 的 选 代 计算 。 

本 节 我 们 介绍 Hockney 于 1970 年 提出 的 基于 有 限 傅 立 叶 级 数 展 开 和 循环 相 消 法 的 直接 
求解 法 所 。 我 们 以 一 个 非常 简单 的 第 一 类 边界 条 件 情 况 下 的 泊 松 方程 的 求解 问题 来 说 明 。 该 
问题 的 数学 形式 为 


dap 2? 

+ =g(x,3), (x WeD (44.1) 
plo=0, (GADAILD 

其 中 场 域 DD 为 一 个 边 长 为 的 正方 形 ， 在 边界 如 上 的 势 函 数值 均 为 零 。 我 们 采用 离散 傅立叶 

级 数 展开 的 方法 ， 数 学 上 ， 将 任意 周期 性 函数 Ofo) = fet md) Gn =12...),L AD ik 


OY 
f(x)= 2+ 过 fa, (x)cos 中 2 ) + B, ,sin 27 ] (4.4.2) 


对 正方 形 场 域 D 由 任意 确定 的 + 值 ， 将 位 势 函 数 g(x,y) 做 以 y 为 变量 的 有 限 传 立 叶 级 数 展开 ， 
则 得 到 与 式 (4.4.2) 对 应 的 有 限 传 立 叶 级 数 为 
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ote, yaa $a (seo 下 aaa 2 ] (4.4.3) 

这 里 取 也 = nde = ndy . 考虑 到 后 面 将 采用 快速 伟 立 叶 变 换 , 我 们 取 4 = 24 (其中 为 正 整 数 ) 
又 注意 到 边界 上 位 势 为 零 的 特殊 情况 ， 上 式 中 伟 立 叶 级 数 的 系数 为 

Aolx)=0, A(x)=0, B(x)= Z [os 小 ZE Jy (7 =1,2,..0/2) (4.4.4) 


WAR (4.4.3) 就 写 为 


(x, y) = 5 B(x) sinf ee (4.4.5) 
如 果 我 们 把 (4.4.5) 式 代入 MAYR (4.4. 1), FMR SABRES. WEE RR 
B(x) SL BE 
B(x)- ws BG) =C) G =12...n/2) (4.4.6) 
C ERMA ox, y) 对 确定 的 x， 以 >》 为 变 景 的 傅立叶 级 数 展开 的 系数 。 它 等 于 
C,(x) = =f a(x, ysi m p (4.4.7) 


这 里 可 以 看 到 MAA PR Se TE, BRAT SHR A DKA AR 
px.y) 值 的 问题 变 成 了 计算 与 之 对 应 的 系数 B(x) 值 (在 此 问题 中 (x)-o》。 所 以 下 面 监 司 的 
事 就 是 要 求解 这 个 系数 应 满足 的 微分 方程 (4.4.6)。 

我 们 采用 差分 法 来 解 微分 方程 (4.4.6)。 首 先 对 该 正方 形 场 域 思 采用 正方 形 分 割 法 离散 化 ， 
即 选择 x,y 方向 等 步 长 的 网 格 划分 ， 使 得 L 一 nh。 然后 再 利用 公式 (4.2.15) 将 方程 (4.4.6) 改 
变 为 差分 方程 。 这 就 是 将 任意 一 个 网 络 的 内 节点 x = ih ERES g(x) 的 微 商 值 ， 用 临近 两 
节点 的 函数 值 来 表示 。 为 表示 方便 ， 我 们 记 系 数 B() 为 po。 于 是 我 们 得 到 (4.4.6) 式 对 应 的 兰 
分 方程 为 


BO? AB? + BY = RCD, G=12...@1-1}, 7 =12,....n/2) (4.4.8) 
其 中 我 们 定义 了 
‘p2 
A, = k +2) (4.4.9) 
É 
2Sa sin 2 4.4.10 
(aj 7 Ldn sinf a ) ( } 


由 于 边界 上 售 势 为 零 的 条 件 要 求 ( 见 (4.4.0 式 )， 在 边界 节点 上 的 系数 BO A BO 都 必须 为 零 。 
我 们 采用 直接 法 对 差分 方程 组 (4.4.8) 求 解 ， 也 就 是 在 确定 的 ，- 六 层 的 网 格 节 点 上 ， 计 算 
n/2 个 系数 值 B80 《j=12.…,n12〉。 通 过 这 些 系数 值 ， 利 用 公式 (4.4.5) 就 可 以 构造 出 计算 内 
节点 上 势 函 数值 的 公式 


ni2 = 
Plx ya) = 2, Be si | (4.4.11) 
j=l n 
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总 结 .上 而 的 数学 推导 ， 我 们 可 以 将 其 求解 步骤 分 为 三 步 : (TD 对 电荷 分 布 函数 做 离散 傅立叶 变 
换 ， 见 公式 (4.4.10):，@@) 求 解 方 程 组 (4.4.8) 中 的 me-1X2 TAR BO: GAA BO 的 数值 做 公 式 
(4.4.110 下 的 和 傅 立 时 分 析 ， 就 待 到 位 势 函 数 的 解 . 对 这 样 的 三 步 求解 步 椭 ， 计 算 量 一 般 还 是 很 
大 的 。 但 是 我 们 注意 到 在 这 个 问题 中 我 们 可 以 采用 一 些 数学 技巧 。 由 于 我 们 取 = 2* (其 中 
kE., 因而 我 们 可 以 在 第 一 和 第 三 步 中 采用 快速 傅立叶 变换 的 方法 . 此 外 方程 组 (4.4.8) 
还 可 以 采用 衢 环 相 消 的 方法 来 求解 ， 下 醒 我 们 以 一 个 例子 来 说 明 循环 相 消 方 法 的 求解 步骤 。 

为 了 叙述 方便 ， 我 们 将 方程 (4.4.1) 的 场 域 也 做 进一步 的 简化 。 我 们 在 x 和 y 方向 王 分 别 
将 下 方形 场 域 DD 划分 为 仅 只 有 8x8 个 小 区 间 ， 即 工 = nh，(n=8)。 对 任意 的 j(j=1,2...,8}， 我 
们 可 以 将 方程 组 (4.4.8) 趾 的 三 个 含 i 点 的 函数 值 的 方程 写 出 


gi» -A,B + Be = cy” 
Be A,B? + Bee = PO (4.4.12) 
g” _ A, Bo? + Be? = woe, (=1,2,...,8) 


显然 ,会 式 (4.4.12) 已 将 x A IRER R A Fe | Ln eA PO OK, 
再 与 另外 两 个 公式 相 加 ， 我 们 就 得 到 


BED BO, BOM = OM, (i2,4,6) (4.4.13) 
其 中 我 们 定义 
HR CP ct y AC? rc 
按照 上 面 一 样 的 处 理 办 法 ， 我 们 又 可 以 得 到 
Be A B? + B9 = RC? ， (i=4) (4.4.14) 
Bp 
BO -A B® 4 B® = RC (4.4.15) 


公式 [4.4.12) 和 (4.4.13) 中 又 定义 
a, = a,» ~2, ce = cn HA CO +O 

(4.4.15) 式 说 明 B89 可 以 用 已 知 的 边界 节点 系数 值 Bo, BS 和 由 公式 (4.4.10) 所 未 的 系数 c? 
RER. AMIR.: BRAKE. aA 2 6, BPH po thn] DAFA AS 
数值 表示 。 最 后 ， 我 们 再 应 用 所 有 已 经 得 到 的 数值 代入 方程 (4.4.12)， 就 可 以 计算 出 剩 下 的 系 
BB”, BP, BOR 87。 这 样 对 于 边界 上 势 函数 为 零 的 泊 松 方程 求解 问题 就 完全 解决 了 ， 

实际 上 ， 循 环 相 消 方法 的 操作 就 是 对 差分 方程 组 (4.4.8) 做 连续 相 消 ， 直 介 只 剩 下 少量 可 
以 求解 的 方程 组 ， 当 然 ， 这 种 方法 的 应 用 范围 也 是 有 限 的 ， 它 只 适合 于 具有 特殊 类 型 的 边界 
条 件 情况 ， 并 且 在 实际 应 用 上 中， 其 运算 往往 也 比 上 面 所 举 的 简单 例子 中 的 情形 要 复杂 得 多 。 
但 是 在 某 些 特 号 情况 下， 尽管 计 算 复 杂 些 ， 但 是 仍然 比 超 松 继 迭 代 法 要 己 。 

关于 周期 性 边界 条 件 下 的 泊 检 方程 的 求解 也 可 以 采用 上 述 方法 。Hoeckmney 在 1970 年 就 已 
经 计 论 过 这 个 问题 中。 
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-zer mem m amre te raa RA DiRe air Pt 


Toere a la Tat EET oe gte Tto o get o o 1T 
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5.1 有 限 元 素 方法 的 基本 思想 


在 前 一 章 中 ,我们 学 过 了 怎样 用 有 限 差 分 法 来 求 候 微 分 方程 的 解 ， 但 是 它 不 能 处 理 复 杂 
区 域 和 复杂 边界 条 件 的 求解 问题 。 在 这 一 章 中 我 们 将 介绍 一 种 能 在 很 大 程度 上 克服 有 限 差分 
潜 这 一 缺点 的 有 限 元 素 法 。 

有 跟 元 素 法 是 一 套 求 解 微分 方程 的 系统 化 数值 计算 方法 。 它 比 传统 解法 具有 理论 完整 可 
和 车， 物理 意义 直观 明确 ， 解 题 效 能 强 等 优点 。 特 别 是 由 于 这 种 方法 适应 性 强 ， 形 式 单纯 、 规 
范 ， 因 而 自 50 FRAR, 在 计算 机 的 配合 和 下， 有限 元 素 法 在 物理 和 工程 设计 计算 的 许多 领域 
得 到 了 广泛 的 应 用 。 该 方法 不 仅 适 用 于 电磁 场 问题 的 求解 ， 也 是 对 其 他 具有 复杂 边 值 条 题 的 
数学 物理 方程 求解 时 的 高 效能 的 方法 。 对 连续 体 的 问题 采用 有 限 元 素 法 ,实际 上 是 将 连续 问 
题 离 散 化 的 数值 求解 方法 。 

ARH, -个 物理 系统 的 数学 描述 并 不 是 唯一 的 。 强调 系统 的 相互 作用 的 不 同方 面 ， 
就 会 得 到 大 不 相同 的 数学 公式 。 由 于 一 些 局 域 的 物理 习性 ， 例 如 定 域 的 能 动量 守恒 ,就 能 得 
到 描写 该 系统 函数 的 偏 微分 方程 组 。 另 外 一 种 方法 是 强调 所 有 局 域 相互 作用 的 最 后 效果 应 当 
满足 一 些 曾 遍 的 定律 ， 如 能 量 守重 的 定律 .这 样 就 会 引起 完全 不 同 的 描述 系统 特性 的 方程 、 例 
如 温度 分 布 的 方程 。 

从 数学 上 来 说 ， 有 限 元 素 方 法 是 菇 于 变 分 原理 。 它 不 象 差 分 法 那样 直接 去 解 偏 微分 方程 ， 
而 是 求解 一 个 虚 功 取 极 小 值 的 变 分 问题 。 有 限 元 崇 法 是 在 变 分 原理 的 基础 上 吸收 差分 格式 的 
思想 发 展 起 来 的 ， 是 变 分 问题 中 欧 拉 法 的 进一步 发 展 。 它 是 人 们 在 尝试 求解 上 共有 复杂 区 域 ， 复 
杂 边 界 条 件 下 的 数学 物理 方程 的 过 程 中 ,找到 的 一 种 比较 完美 的 离散 化 方法 。 它 比 有 限 差分 
法 的 矩形 网 格 划分 方法 在 布局 上 更 为 合理 。 在 处 理 复 杂 区 域 和 复杂 边界 条 件 时 更 方便 和 适当 。 
采用 有 限 元 素 法 还 能 使 物理 特性 基本 上 被 保持 , 计算 精度 和 收敛 性 进一步 得 到 保证 。 正 是 由 
于 有 限 元 素 法 有 这 裤 一 些 优 点 .尽管 其 计算 格式 比较 复杂 , 但 仍然 在 很 多 场合 代替 了 差分 法 而 
受到 计算 物理 工作 者 的 偏爱 。 不 过 需要 指出 的 是 :并 不 是 所 有 有 限 差分 法 可 以 处 理 的 问题 都 
可 以 采用 有 和 限 元 素 法 。 

为 了 进 步 说 明 有 限 元 素 方 法 的 基本 思想 ， 我 们 考虑 一 个 确定 静电 势 的 问题 ， 该 场 域 的 
介质 中 放置 了 一 个 球形 导体 ， 球 形 导 体 的 半径 为 有， 球 外 距离 球 中 心 > 处 的 电位 为 wm。 当 这 
个 系统 处 在 电荷 平衡 的 状态 下 时 ， 导 体 .上 的 电荷 分 布 应 当 是 均匀 的 ， 导体 表面 是 等 电位 的 。 
我 们 按照 通常 的 做 法 ， 把 从 导体 表面 到 无 穷 远 处 的 球面 之 间 的 空间 ， 作 为 导体 外 的 全 空间 。 
假定 在 这 个 导体 外 的 空间 中 的 体 电荷 密度 到 处 为 零 . 则 在 此 空间 中 的 能 量 为 
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F 


+ 2 He 2 
we == ($2) mr = zer || SP rdr (5.1.1) 


同时 该 系统 的 能 量 应 当 取 最 小 值 ， 即 该 系统 的 能 量变 分 应 满足 
一 一 F Ea 2 op 5.1.2 
se 


数 gpo ,无 穷 远 处 的 电位 为 零 。 则 从 公式 (5.1.9 可 以 得 杀 将 能 景 _ Wi) 取 最 小 值 的 势 函 数 p 必 须 
满足 特定 的 边界 条 件 和 如 下 球 举 标 下 径 向 的 微分 方程 : 
2 1 df 299 
_ 2 -~ l=0 5.1.3 
ve saeg O1%) 
因 上 有 此， 求 此 微分 方 穆 解 的 问题 ， 可 以 在 数学 上 等 价 于 找到 一 个 势 函 数 中 ， 使 得 积分 Wg) 取 极 
小 值 的 问题 。 
数学 土 ， 通 常 变 量 与 变量 间 的 关系 称 为 函数 ， 而 泛 函 则 是 函数 集合 的 函数 ， 也 就 是 函数 
的 函数 。 上 面 的 势 函 数 gn) 是 定义 在 坐标 空间 的 函数 集 ，W(glrD 则 是 定义 在 该 函数 集中 的 一 
MZ. ATR RRA, BR W 在 go 处 取 极 值 ， 那 么 泛 函 在 该 处 的 变 分 
应 当 为 零 。 用 数学 公式 表示 为 
Wl{po(r))}=0 (5.1.4) 


Sch lL RAAT FES. ee RA A. PE ET RRA he a 
题 。 对 两 者 求 得 近似 解 都 具有 同样 的 效果 。 但 是 在 实际 计算 中 ， 对 后 者 求解 往往 是 困难 的 ， 
而 对 前 者 求 近 似 解 则 常常 并 不 太 困 难 。 

上 面 人 .1.3) 式 中 所 表 水 的 总 电场 能 量 WOENEN 9 的 一 个 泛 函 。 对 该 泛 国 的 变 分 得 
到 的 微分 方程 (5.1.3) 和 边 值 条 件 gj，- 9, a, ，- 0 的 第 一 类 边 值 问题 与 场 能 量 W 变 分 的 极 
值 问题 是 等 价 的 。 

车 介质 空间 存 住 电荷 分 布 p ， 则 这 个 静电 问题 的 泛 函 应 当 是 ; 

Wp) = [ve - pe av (5.1.5) 

一 般 来 讲 , ftt h E REETA F p PR A ERTER. SR 
猜测 出 的 函数 g(x, y, z, 9, 8 对 应 于 NN PROBS BO, HSK we), 然后 用 取 最 小 值 的 
条 件 


6W(p(r)) = 4ex fr ap êp) dr = seer 29 Sp 
M Dr ör . ar 


ao . 
二 一 一 由 一 12...JV (5.1.6) 
26, ((=12,..N) 


得 到 N 个 方程 , 这 个 方程 组 可 能 用 来 求 出 参数 g 的 解 。 如 同 在 有 限 差 分 法 中 一 样 ， 这 个 解 甸 
仍然 是 场 微分 方程 的 近似 , 但 是 , 该 近似 方法 在 参数 很 少 的 时 候 ,， 近似 程度 还 是 很 好 的 。 
有 了 眼 元 素 法 是 将 网 络 节点 鞋 的 函数 史 的 离散 值 作为 参数 而 网 络 元 素 内 的 该 势 函数 值 则 
采用 多 项 式 捅 值 从 周围 临近 节点 上 的 这 些 参 数值 求 出 。 它 可 以 看 作 是 上 述 近 似 的 一 种 特殊 情 
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襄 。 例如 , BEATE = Fi He oc OR I RS A FKP, FP OR LA. 
则 可 以 求 出 在 任意 一 个 三 角形 元 素 内 的 一 点 (x,y) 上 的 势 函 数值 。 对 泛 函 WOR, 就 得 
刘 节 点 上 本 知 的 势 函 数 的 值 。 如同 在 有 限 差分 法 中 一 样 ,有 限 元 素 法 的 最 后 解 是 势 遂 数 在 这 
些 节点 上 的 估计 值 。 由 于 用 来 求 泛 函 极 小 值 的 阔 数 是 近似 的 线性 迭代 落 数 ,因而 所 得 到 的 节 
点 于 的 势 前 数值 并 不 是 精确 解 。 与 在 有 限 差分 法 中 类 似 ， 该 截断 误差 可 以 通过 减 小 元 素 的 天 
小 或 提高 迭代 函数 的 阶 数 来 降低 。 

类 似 上 面 所 述 的 静电 学 物理 的 问题 ， 对 许多 物理 问题 的 分 析 结 果 往 往 在 数学 上 可 以 归结 
为 上 面 形式 的 重要 微分 方程 


-V(pVo)+29=p (5.1.7) 

它 在 边界 三 上 至 少 有 部 分 的 边界 条 件 是 个 狄 利克 利 问题 ， 邵 
gp = F(s} (5.1.8) 

HEAD AUM LASMAIRA WR, ENDS 
p(s) æ + gs)p = b(s) (6.1.9) 


n 为 边界 外 法 线 方向 的 单位 矢量 。 OF LR AS. TAP RES. 8), (5.1.9) 的 泛 
pa AY 24 AE 

Wy) = j (AV + gg? —2pexd¥ + fa -2ps (5.1.10) 

vir} sir) ， 

其 中 Y 的 为 以 三 为 边界 的 体积 〈 对 三 维 问题 》 或 面积 区 域 (对 二 维 问题 》: Y 为 边界 
上 的 一 部 分 这 第 ， 企 5 上 势 函 数 满 足 混合 边界 条 件 (5.1.9)。 在 二 维 情 沉 下 ， 如 果 
p=2e, g=2ea, b=2e8, g=0, 5 为 整个 厂 边界 ， 则 微分 方程 GSLO 及 边界 条 件 (5.1.9) 
可 以 写 为 


dp Fp._._p 
Tt 
; dx ox e 平面 场 域 为 p, 工 为 DD 的 边界 ，s 为 边界 上 的 点 (5.1.10 
(Eramo) = B(s) 


根据 公式 (5.1.10)， 此 时 的 泛 函 为 
wo)=[ 


下 面 我 们 来 证 明 ; 求 泛 函 (5.1.12) 的 极 值 与 满足 上 述 边 界 条 件 下 的 微分 方程 (5.1.11) 的 求解 是 等 
价 的 


1 > 1s, 
= 一 一 一 5.1.12 
aE p pgjds+e ME Bo jai ( ) 


我 们 做 沁 函 (5.1.12) 的 变 分 
ow =| EUe -vep)— pip} dxdy + ef {apep - pep) al 
op 
= fn Vo: Võp- põpprdy -ef Tropdl (5.1.13) 
利用 格林 公式 
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[[ev?v + Vv- Vufdxdy = fuvy .nd (5.1.14) 
BD 


公式 全 .1.13) 变 为 
= 2 dp _ ap 
SW = -fo {eV2@ + p}Sgdxdy + ef = Soa ef Sol (5.1.15) 

由 (5.1.10) 式 的 泛 函 取 极 值 的 条 御 和 59 的 任意 性 就 得 到 了 公式 (3.1.11D 中 的 偏 微分 方程 。 

现在 对 公式 (5.1.12) 做 一 些 说 明 。 妆 偏 微 分 方程 满足 第 一 类 边界 条 件 时 ， By oe -o H 

n L 

于 69 KETE ARGLIDP HAMM BSS, AME tr E 
AA: 


W (p) = fous 3 E% ~ pọ ) dxdy (5.1.16) 
对 第 二 类 边 值 间 题 ， 即 @ = 0 时 ， 等 价 的 活 函 为 
W{p)= baz E? - pp) dxdy ~ ef ppal (5.1.17) 


特别 是 当 边 界 为 导体 面 时 , 由 于 导体 面 是 等 电位 的 , 则 在 边界 上 电位 9 为 常数 g，。 此 时 (5.1.17) 
式 可 以 化 为 


WO)= fu y Ve ~ pe) duty -~ a9 (5.1.18) 
公式 (5.1.18) 中 的 为 导体 表面 上 的 电荷 量 。 
因而 由 变 分 原理 可 以 知道 对 上 述 平面 泊 松 方程 的 第 一 、 二 、 三 类 边 值 问题 都 可 以 等 价 地 


化 为 求 泛 函 极 值 (或 称 为 变 分 问题 〉 来 处 理 。 我 们 从 土 面 的 分 析 可 以 看 到 ， 对 泛 函 WORE 
值 会 自动 保证 满足 边界 条 件 。 与 在 有 限 差分 法 中 的 边界 问题 ， 特 别 是 节点 不 在 边界 上 时 会 带 
来 很 大 麻烦 相 比 较 ， 这 是 有 限 元 素 法 的 最 大 的 优点 。 闭 在 此 基础 上 再 进行 离散 化 ， 这 就 导致 
了 有 限 元 素 方法 。 这 种 离散 方法 是 通过 网 格 离散 化 的 处 理 ， 用 构造 分 片 光 滑 的 基 函 数 爷 ,来 
以 变 分 法 求 得 近似 解 的 。 


5.2 二 维 场 的 有 限 元 素 法 


为 了 说 明 如 何 构造 有 限 元 素 法 的 计算 格式 ， 我 们 在 这 节 中 以 满足 第 一 类 边界 条 件 的 二 维 
平面 场 泊 松 方 程 为 例 具 体 地 来 讨论 。 假 定 该 问题 的 求解 场 域 为 D 的 区 域 。 从 上 一 节 竟 讨论 中 
我 们 得 知 ， 对 该 问题 的 变 分 法 处 理 可 以 归结 为 求解 满足 边界 条 件 ol = F(s) 的 gplx, ,使 得 对 
于 任意 的 6p， 公式 (5.1.16) 所 示 的 泛 函 变 分 为 零 。 即 

5W(p)=0 

在 找 出 与 边 值 问题 相对 应 的 活 卫 及 其 变 分 问题 以 后 ， 就 需要 对 待 求解 区 城 进 行 划 分 ， 将 
其 离散 为 有 限 个 元 素 的 集合 ， 然 后 进行 分 片 播 值 建立 计算 榭 式 。 

—. RAHA 


ACA PCP SR D 的 分 割 时 ， 常 用 的 办 法 是 用 一 些 分 割 直线 将 D 划分 为 许多 
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三 角形 单元 (如 图 5.2.1 所 示 )。 这 是 因为 三 角形 子 区 间 的 计算 格式 最 为 简单 的 。 采 用 三 角形 元 
素 划 分 场 域 时 ， 我 们 允许 场 域 内 各 三 角形 元 素 的 大 小 及 形状 可 以 不 一 样 ， 实际 上 ， 三 角形 元 
素 越 小 ， 场 域 的 分 割 就 越 细 ， 计 算 的 精度 就 会 越 高 。 因 而 在 实际 应 用 中 是 按 精度 的 要 求 来 决 
定 场 域内 各 处 三 角形 元 案 的 人 大小。 但 是 我 们 一 般 规定 对 三 角形 元 素 的 选择 还 应 当 要 求 它 的 三 
个 边 的 边 长 相差 尽量 地 小 ， 一 般 最 长 的 一 条 边 不 得 大 于 最 短 边 的 三 们 。 在 分 割 场 域 时 要 求 各 
三 角形 元 素 之 间 只 能 以 顶点 相交 ， 两 相 邻 的 三 角形 元 素 有 一 个 公共 的 顶点 及 一 条 等 长 的 公共 
边 。 但 是 不 能 把 一 个 三 天 形 的 顶点 取 企 另 一 个 三 角形 的 过 上 。 技 上述 约 定 ， 图 5.2.2 所 示 的 划 
分 是 不 介 许 的 。 在 边界 上 ， 我 们 可 以 将 三 角形 元 素 的 两 个 顶点 放 在 边界 曲线 上 ， 近似 地 用 这 
两 个 项 点 间 的 三 角形 边 来 代替 边界 上 这 段 曲线 。 当 然 划 分 时 还 应 当 注 意 要 尽 章 地 使 由 相 邻 过 
界 节 点 之 间 的 线段 所 近似 构成 的 曲线 足够 光滑 。 如 果 在 场 域 D 内 有 不 同 的 介质 ， 则 需要 将 介 
质 的 交 面 线 选 为 分 割 线 。 按 照 上 述 三 角形 单元 分 割 原则 ， 我 们 可 以 看 出 这 样 的 分 割 是 适应 于 
各 种 复杂 几何 形状 的 场 域 的 。 


图 5.2.1 允许 的 三 角形 元 素 的 划分 图 5.2.2 不 多 许 的 三 角形 元 素 的 划分 

通常 称 这 些 三 角形 单元 的 顶点 为 节点 。 对 场 域 进 行 了 三 角形 划分 后 ， 还 要 对 场 域内 所 有 
元 素 和 节点 分 别 进行 统一 的 编号 。 函 数 gp(x,y) 在 节点 处 (i jm 的 值 tx,y,) 称 为 节点 参 
数 。 为 了 计算 的 简便 和 格式 的 统一 ， 一般 规 定 各 个 元 素 的 节点 编号 顺序 选取 逆 时 针 的 方向 ， 
如 图 5.2.1 中 某 元 素 e 的 三 个 顶点 的 编号 顺序 说 为 志 交 由， 在 对 所 有 节点 进行 总 体 编号 时 ， 还 
应 当 考 虑 尽量 使 得 在 此 编号 下 ， 各 元 素 中 最 大 编号 值 和 最 小 编号 值 之 差 的 最 大 值 要 尽 可 能 小 。 
这 样 可 以 使 得 最 后 形成 的 代数 方程 组 的 系数 短 阵 的 带宽 较 小 ， 从 而 减少 计算 机 的 存 贮 量 。 为 
了 统一 计算 格式 ， 还 规定 每 个 边界 元 素 只 应 当 有 一 条 边 落 在 边界 曲线 上 ， 这 一 边 相 对 的 顶点 
取 编 号 为 i。 十 曾 的 计算 格式 推导 ， 将 会 使 我 们 理解 末 用 上 述 约 定 的 优点 。 

二 、 计 算 格式 的 建立 

对 于 任 一 个 元 素 e， 我 们 采用 符号 pg = 9° (x,,y,) (aij my RRS MEARE 
上 的 函数 值 〈 节 点 参数 ) 。 如 果 e 元 素 很 小 ， 函 数 gp(x,7) 在 e 内 近似 认为 是 随 x,y 线性 变化 
的 。 这 相当 于 在 这 个 局 域 范围 内， 场 可 以 看 成 是 近似 均匀 的 。 这 样 我 们 可 以 用 线性 插值 法 灯 
构造 在 元 素 e 内 部 任 一 点 上 的 势 函 数值 plx, 草 (以 下 我 们 略 去 元 素 e 的 上 标 )， 即 

P = PX yY) = g, HEX t gay (5.2.1) 
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其 中 8 g 和 g; 由 元 素 e 下 的 三 个 节点 的 函数 值 来 决定 。 由 十 式 可 以 得 到 方程 4 
8 E 82%, + gY = plx, y,) = 9; 
gi + Bt; + By, = lx; 9 )=9, (5.2.2) 


By + Boim + Ba¥an = x,» Ym) = Pmr 
HERAS AH: 
后 1 =(a,9, +4,9,+4,9,, y2a 
g: = 9, HDP; +5, Pm y2a (5.2.3) 
&3 =(c,9, +EP; +6,q 2A 
HAW e 元 素 的 三 骨 形 面积 . 
Xi; Xi 
3 Yi 


Ëm Ym 


A= = 5 (be bc) 


= 一 
* 


a> X Ym ~ 4,7 ¥; 
b, = Yi 一 Vie (5.2.4) 
Ci SEa -x 
HRM abire R ambun TARAR (5.2.5) 按 下 标 i,j,m UPC RAS, MRSS fy 
形 型 函数 (the shape functions for the triangle) 4 


N, (xy y)=la, +bxtcqyV2A, =i, jm) (5.2.5) 
利用 上 式 ， 并 将 (5.2.3) 式 代入 (5.2.1) 式 中 就 得 到 了 e SOHAIL Soy A E 
(x, y= ONG, (5.2.6) 


上 面 公式 反映 了 如 十 的 事实 ， 即 在 三 角形 元 素 。 内 任意 一 点 的 函数 值 g(x, y JE TORE 
个 节点 参数 g(x,,y, XI = i jm) 唑 一 确定 下 来 的 ， 函 数 p(x,y) 在 每 个 元 素 中 是 局 域 线性 的 。 
并 且 通 过 这 种 线性 插值 法 构造 的 插值 函数 显然 可 以 保证 在 两 相 邻 元 素 的 公共 边 上 函数 值 连续 。 

下 面 我 们 就 从 对 每 个 三 角形 单元 进行 分 析 入 手 ， 推 导 求解 该 场 微分 方程 问题 时 所 对 应 的 
泛 函 有 限 元 素 法 表达 式 。 首 先 ， 我 们 将 此 第 一 类 边 值 的 两 维 平面 场 的 变 分 问题 的 提 法 重新 列 
于 下 窗 公 式 中 


SW (p)=0 


voji- Be] -el dedy (5.2.7) 


Pl, =P, 
(RH. BNA AS Sse aR Lee, Bf 
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a) 
= SW (Ww (DD|=W(D -Ww (0 (5.2.8) 
为 了 将 公式 (5.2.8) 中 的 ww(g) 用 向 量 记 法 表示 ， 我 们 设 单元 (e) 的 节点 编号 为 jm， 并 定义 列 


向 量 
P; N, 
(@), = ° | (N) =| N, 
Pn N, 


MAR (5.2.6) 可 以 写 为 


plx, y) = (NYE $), =P} N) (5.2.9) 
由 公式 (5.2.6) 可 以 求 得 在 元 素 e 内 对 函数 Bide th A 
o 1 & d 1 & 
P =h , eee Le (5.2.10) 
车 记 列 向 量 
dọ 
_| ox 
dy 
并 定义 
ifb b; bn 
(B), A cc ¢ | 
则 公式 (5.2.10} 可 以 改写 为 
(Ve), =E} (5.2.11) 
于 是 有 


Wie = [EVEX Wo),axdy = Z ff E)E) F E)E), Jaxa» 


-tafferma -ana 6212 


其 中 (®) 不 是 坐标 的 函数 ， 因 而 我 们 可 以 将 它 移出 积分 号 外 。 在 (5.2.12) 式 中 我 们 定义 了 
(x), = f| (BY (8), dxdy (5.2.13) 


RE, (B) 也 不 是 华 标 的 函数 ， 也 可 以 移出 积分 号 外 。 这 样 就 很 容易 导出 (K) 的 表达 式 
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-rr 一 re 一 一 一 ,urn 


Bite? bb, +cc, bb,t+oc, 
= bb +e¢,¢ b +e bb, te 
bb te bb, tene bite 
由 此 可 见 (K), 是 一 个 三 阶 正定 对 称 方 阵 ， 它 的 一 般 形式 可 以 写 为 
K =K; = eb, tec) ， (r,s=ijm) 


最 后 我 们 得 到 例 (@) 的 向 量 表示 为 


WwW.(p)= $w -(@) = > ON ®), D), 


(3.2.14) 


(5.2.15) 


(3.2.16) 


现在 我 们 来 考虑 W,(p) 的 向 量 记 法 。 假 定 三 角形 元 素 足够 小 ，p 值 可 以 取 等 于 pi,p, 和 p, 的 


平均 值 p。。 将 公式 (5.2.9) 代 入 5.2.8) 式 中 Ww 的 表示 ， 则 可 以 得 到 
Wy, = |f pedxdy = |f PAPY (N), dedy = (PY [| p.(N).dxdy 
定义 Í 7 Í 
(p), = [jo (N), ddy 
于 是 (5.2.17) 式 可 以 写 为 Í 
Wa = (PE(p) = @F sefi 


在 .上 式 的 推导 中 ， 我 们 用 到 如 下 三 衣 形 型 函数 的 积分 公式 (做 见 附 某 D) 
(ey _ _A —; : 
O = 由 Nd =3 k=i, jm) 


和 (5.2.19) 式 中 可 以 看 出 


p? 1 


A 
= w | 一 一 1 
(p) =| PS z Pe 


pe i 


最 后 我 们 得 到 W, (9p) 的 向 量 记 法 为 : 
W,(0)= ¥.W,.(0) = $X). 
e=1 e=1 


ERA (5.2.16) F(5.2.22)X, Be BS ARIAT 
We) = W,(e)- W ip) 
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(5.2.17) 


(5.2.18) 


(5.2.19) 


(5.2.20) 


(5.2.21) 


(5.2.22) 


=! PAGA (K),@ LOX). (5.2.23) 


如 果 要 将 元 素 。 上 的 表示 用 息 休 向 量 来 表示 ， BATSIA— 1.3% n BAMBER (R), n 为 总 
的 节点 数 。 


0 On 1. 0. 0.. .… 0 
(RY =|0 On On Le On. oan 0 (5.2.24) 
0 0. 0.. O. 1. ... 0 
| | | 
d m 
则 有 
(©), = (RF), @) (5.2.25) 


其 中 中) 是 场 域内 所 有 节点 上 的 函数 值 向 量 ， 它 表示 为 


(©) = d, --6, 7 (5.2.26) 
这 样 就 可 以 将 公式 (5.2.23) 的 泛 函 重新 表示 为 


vo db AA AA 


= 5 @F (K Xe)- @Y (p) (5.2.27) 
其 中 (p) 是 场 域内 所 有 节点 上 与 p 的 值 相关 的 向 量 (参见 式 (5.2.21)， CERA 
(p)= (Py, Pass Da) (5.2.28) 
当 对 公式 (5.2.27) 所 示 泛 函 取 极 值 , 就 需要 满足 条 件 
ve) =0, G=12.....2) (5.2.29) 


由 微分 方程 (5.2.29) 癌 以 得 到 必须 满足 的 线性 代数 方程 组 
(KY@) = (p) (5.2.30) 
显然 p = 0 时 对 应 的 方程 为 拉 普 拉 斯 方程 。 公 式 (5.2.30) 中 的 向 量 (p) 为 (0) 零 向 量 ， 即 
拉 普 拉 斯 方程 对 应 的 有 女 元 素 方程 为 谭 深 线形 代数 方程 组 . 
(KY) = (0) (5.2.31) 
ik BRN BRS (KATA (p) i—i. LRe TTD e: (K) 的 


FRE AREH HARZ A ORT APC R.A. Bo ee ER: 
TUK, BUI 为 节点 的 备 三 角形 元 素 对 该 矩阵 元 的 贡献 和 ， 即 


Ky, = 天，《e 为 以 1 为 节点 的 三 角形 元 素 ) (5.2.32) 


矩阵 元 素 天 ， 是 以 zz 边 为 邻 边 的 某 两 个 三 角形 元 素 的 贡献 玉 。 之 和 。 因 此 ， 如 果 和 ?节点 相 
SBA AA ory aca, ， 那 么 估 ) 的 第 ! 行 中 除了 对 角 和 矩阵 元 天 和 与 第 m ,mm 列 相交 处 
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POM CARO, TARA. MOEREN. SAF (x), 二 正定 对 称 的 ， 因 
此 (x EM STE ER. PERNE ea: (站 ) 的 各 分 量 也 是 各 相关 的 三 角形 元 素 贞 
献 之 和 。 
三 、 边 界 条 件 处 理 
由 村 我 们 处 理 的 问题 本 身 还 要 满足 第 一 类 边界 条 件 叫 ,= 8。， 因 此 必须 把 这 一 要 求 强制 
性 地 综合 到 有 限 元 素 方程 中 去 。 在 对 节点 编号 时， 使 严 个 总 节点 中 的 前 mo 个 为 内 部 节点 ， 从 
nyo 十 1 到 7 为 边界 节点 。 即 
Pari = Po, G=1,2,....—N,) (5.2.33) 
ANG.2.33) ARS A Re. AEX 
©2)= Cry Pare Pa) > 
(Po )= (pa Pm, Poin-mg) ) r (5.2.34) 
上 面 的 (5.2.33) 式 就 可 写 为 


E) = (Po) (5.2.35) 
我 们 进一步 再 定义 
CREL IRSE NO ki (5.2.36) 
把 (kK)(p) 都 写成 相应 的 分 块 形式 ， 则 线性 代数 方程 组 (5.2.30) 变 为 
(te) (Kn) ee) (5.2.37) 
(Ka) (Km) lB,)) Lp.) 


它 的 第 一 个 方程 为 : 
(K,,\@,) = (p1) ~ (Ki Xb) (5.2.38) 
MWR, RIII AREER > ERP o) (wp,)， 这 样 就 得 到 了 强加 边界 条 件 处 理 后 
的 有 限 元 方程 : 
(KX) = (p,) {Ky ÁD) | (5.2.39) 
(,} = (®,} 


其 中 (K,) 是 xno 阶 的 对 称 方 阵 ，(p,) 蚌 1 维 列 向 量 。 显 式 地 写 出 公式 (5.2.39) 的 第 … 个 方 
程 为 


Ky, Ky Kin Pi 
Ky Ka K. na p 
Kna K ro2 K rong Pra 
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PT Kiima Po = Kien Po Taa T K aP 


| PaT apne Por — Kamin Por TT Kan Pavano) (5.2.40) 


Pay T Kus Pn -E pinin Pa Ka Pacem) 
公式 (5.2.40) 还 可 以 简单 地 记 为 
(Ki Xe) = {p1) (5,2.41) 

四 、 有 限 元 方程 的 求解 

最 后 一 步 的 任务 就 是 曝 对 有 限 元 方程 (5.2.41) 求 解 。 查 采用 我 们 在 本 章 第 二 节 中 划分 场 域 
二 从 形 元 素 的 约定 后 ， 敌 阵 估 )] 应 当 是 正定 对 称 的 大 型 稀 朴 所 阵 ， 我 们 可 以 采用 直接 法 求 出 有 
限 元 的 线性 方程 组 的 解 , 但 是 通常 我 们 使 用 在 上 一 章 有 限 鞍 分 法 小 讲述 过 的 夺 代 法 来 求解 。 
对 高 斯 - 赛 德 尔 挝 代 法 有 如 下 会 式 


gr"? = (Se grr + ŠK, on —p, Js > G@=1,2,..., ty) (5.2.42) 


Jail 


HORA SHR LAE A 
gi? = oR™ 


FI 
=g” voll Seon > Kp + B, "| 
j=1 
=(1 -~)p™ 四 | 局 Kyo ~ È Ko + p, J/s (5.2.43) 
j= j=i+l 


方程 (5. 2. 41) 的 求解 也 可 以 采用 “追赶 法 ”， 但 采用 超 松 弛 迭代 法 更 为 有 效 。 

由 于 有 限 元 素 法 处 理 复杂 人 边界 条 件 时 具有 很 好 的 灵活 性 ， 并 且 在 划分 二 角形 元 素 时 人 们 
还 可 以 雯 加 在 国 数 变化 剧烈 的 区 域内 节点 的 密度 ， 以 得 到 较 高 精度 的 数值 结果 ， 因 而 这 种 方 
法 的 优点 是 十 分 显著 的 。 


53 ”有 限 元 素 法 与 有 限 差分 法 的 比较 


从 本 章 的 介绍 中 我 们 知道 ， 有限 元 素 法 实际 上 是 基于 数学 上 的 变 分 原理 ,将 所 要 求解 的 
物理 问题 化 为 对 证 孙 求 援 值 的 一 个 变 分 方 称 ， 再 利用 差分 法 中 的 区 域 划分 的 离散 化 方法 ， 江 
通过 元 素 划 分 所 构造 的 插值 浮 数 ， 把 求解 连续 的 变 分 方程 问题 离散 化 为 求解 线性 方程 组 。 按 
照 这 样 的 有 限 元 素 方法 来 处 理 物 理 问 题 ， 就 不 再 需要 通过 建立 偏 微分 方程 这 一 道 步 骤 ， 并 且 
其 物理 问题 在 离散 化 的 整个 过 程 中 就 始终 具有 明确 的 物理 意义 。 然 而 在 采用 有 限 差 分 法 来 求 
解 物 理 问 题 的 数值 解 时 ， 必 须 首先 从 物理 模型 出 发 ， 列 由 相应 的 偏 微分 方程 及 定 解 条 件 ， 然 
后 通过 网 客 划分 将 偏 微分 方程 的 求解 问题 离散 化 为 对 差分 方程 组 的 数值 求解 。 因 而 这 两 种 方 
法 在 处 理 物 理 问 题 的 求解 时 ， 在 数学 方法 上 有 较 大 的 差别 。 

有 限 差分 法 和 有 限 元 素 法 在 对 区 域 的 离散 化 方法 上 也 有 明显 差别 。 在 有 限 差分 法 中 ， 由 
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Oo eh r 


“P3E AS RA Ee St. ATF ESE A De Bp Ae CANT SP 
MPE R. wA PR UR RAN A AR AE = PER TP REUSE RT aE 
DOR A Ae La RR. AAC By SCT CURR SER. ROR RET EA Zea 
ERER. MA GA I FP a A ER RE, CIA FR EE ae 
BORE BELT. REG AR CE A ANT St e RS A A ERA RARS, BRAT AT ELR By 
在 不 同 介质 区 域 的 交界 面 上 ， 并 在 电位 梯度 较 大 的 区 域 ， 节 点 还 可 配置 密 一 些 ， 以 实现 较 好 
的 计算 精度 。 当 然 ， 有 限 差 分 法 采用 直 冯 网 络 ， 因 而 列 出 的 计算 格式 比较 简单 方便 。 在 对 规 
则 形状 的 求解 区 域 ， 自 然 采用 有 限 差分 法 就 比较 合适 。 有 限 元 素 法 的 节点 配置 比较 任意 ， 要 
列 出 计算 格式 就 要 复杂 得 多 。 但 是 这 些 计算 格 式 都 可 以 在 电子 计算 机 上 自动 形成 ， 也 容易 将 
程序 标准 化 ， 因 而 这 并 不 会 影响 它 的 实际 应 用 。 

用 有 限 元 素 法 求解 物理 问题 时 ， 是 用 统一 的 观点 对 区 域内 的 节点 和 边界 节点 列 出 计算 格 
式 。 这 就 使 得 各 节点 的 计算 精度 总 体 上 比较 协调 。 此 外 ， 有 限 元 素 法 的 计算 格式 中 的 矩阵 
(下) 具有 比较 好 的 性 质 ， 即 它 是 一 个 对 称 正定 的 大 型 稀疏 算 阵 。 这 就 给 求解 有 限 元 方程 组 带 
来 方便 。 而 有 限 差分 法 则 是 孤立 地 对 微分 方程 及 定 解 条 件 分 别 列 差分 方程 ， 因 而 各 节点 精度 
总 体 上 不够 一 致 。 

事实 上， 有限 差分 法 的 适用 范围 要 比 有 限 元 素 法 /证 得 多 。 有 很 多 物理 问题 目前 还 不 能 
用 有 限 元 素 法 求解 ， 但 是 人 们 总 是 可 以 采用 有 限 差分 法 。 特 别 是 在 边界 形状 比较 规则 时 ， 采 
用 有 限 差分 法 是 最 合适 的 。 当 前 ， 大 们 在 对 椭圆 型 偏 微 分 方程 求解 时 ， 有 限 元 素 法 的 应 用 实 
例 已 超过 有 限 差 分 法 。 有 限 元 素 法 也 用 于 抛物 型 偏 微分 方程 的 求解 ， 但 是 对 双 曲 型 偏 微分 方 
程 的 求解 ， 有 限 元 素 法 目前 则 用 得 较 少 。 
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对 统计 力 党 体系 进行 计算 机 模拟 时 ， 和 确定 体系 企 相 空间 中 随时 间 的 推进 ， 需 要 确定 体 
系 在 名 个 时 刻 的 位 形 。 接 颐 产生 位 形变 化 的 方法 ， 我 们 可 以 将 计算 机 模 逝 的 方法 分 为 两 类 : 

第 一 类 是 随机 模拟 方法 。 关 于 这 个 方法 ， 我 们 已 经 在 3.6 HRT TA. CREM Gibbs 
的 统计 力学 作答 。 在 此 方法 中 ， 体 系 位 形 的 转变 是 通过 马尔 科 天 过 程 ， 由 随机 性 的 演化 引起 
的 。 这 时 的 马尔 科 夫 过 程 相 当 于 是 内 豪 动态 学 在 概率 方面 的 对 应 物 。 访 方法 可 以 被 用 到 没有 
任何 内 衰 动 力学 模型 体系 的 模拟 上 。 随 机 模拟 方法 计算 的 程序 简单 ， 占 内 存 少 ， 但 是 该 方法 
难以 处 理 非 平衡 态 的 问题 。 

计算 机 模拟 中 还 有 一 类 确定 性 模拟 方法 ， 即 统计 物理 中 的 所 谓 分 子 动 力学 方法 
(Molecular Dynamics Method)。 这 种 方法 是 按 该 体系 内 部 的 内 讲 动 力学 规律 来 计算 并 确定 
位 形 的 转变 。 它 首先 需要 建立 一 组 分 子 的 运动 方程 ， 并 通过 直接 对 系统 中 的 一 个 个 分 子 运动 
方程 进行 数值 求解 ， 得 色 每 个 时 刻 各 个 分 子 的 坐标 与 动量 ， 即 在 相 空 间 的 运动 轨迹 ， 再 利用 
统计 计算 方法 得 到 多 体系 统 的 静态 和 动态 特性 ,从 而 得 到 系统 的 宏观 性 质 。 在 这 样 的 处 理 过 
程 中 我 们 可 以 看 出 ，MD 方法 中 不 存在 任何 随机 因素 。 在 MD 方法 处 理 过 程 中 方程 组 的 建立 
是 通过 对 物理 体系 的 微观 数学 撒 述 给 出 的 。 和 在 这 个 拍 观 的 物理 体系 中 ， 每 个 分 子 都 各 自 服 从 
经 典 的 牛顿 力学 。 每 个 分 子 运 动 的 内 豪 动 万 学 是 用 理论 力学 上 的 哈密 顿 量 或 者 拉 格 良 日 量 来 
描述 ， 也 可 以 直接 用 牛顿 运动 方程 米 摘 述 。 确 定性 方法 是 实现 Boltzman 的 统计 力学 途径 ， 
这 种 方法 可 以 处 理 与 时 间 有 关 的 过 程 ， 因 而 可 以 处 理 非 平衡 态 问题 。 但 是 使 用 该 方法 的 程序 
较 复 杂 ， 计 算 量 人 ， 占 内 存 也 雪 。 本 章 将 介绍 分 子 动力 学 方法 及 其 应 用 。 

原则 上 ，MD 方法 所 适用 的 微观 物理 体系 并 无 什么 限制 。 这 个 方法 适用 的 体系 既 可 以 是 
少 体 系统 ， 也 可 以 是 多 体系 统 ， 既 可 以 是 点 粒子 体系 ， 也 可 以 是 具有 内 部 结构 的 体系 ; 处 理 
的 微观 客体 既 可 以 是 分 子 ， 也 可 以 是 其 他 的 微观 粒子 。 

实际 上 ，MD 模拟 方法 和 随机 模拟 方法 一 样 都 面临 着 两 个 基本 限制 : 一 个 是 有 限 观测 时 
间 的 限制 ， 另 一 个 是 有 限 系统 大 小 的 限制 。 通 常人 们 感 兴趣 的 是 体系 在 热力 学 极限 下 《“ 即 粒 
子 数 目 趋 于 无 穷 时 ) 的 性 质 。 但 是 计算 机 模 氛 允许 的 体系 大 小 要 比 热 力 学 极限 小 得 包 ， 因 此 
可 能 会 出 现 有 限 尺 寸 效 应 。 为 了 减 小 有 限 尺寸 效应 ， 人 人 们 往往 引入 周期 性 、 全 反射 、 漫 反射 
等 边界 条 件 . 当然 边界 条 件 的 引入 显然 会 影响 体系 的 某 些 性 质 。 

对 体系 的 分 子 运 动 方程 组 采用 计算 机 进行 数值 求解 时 ， 需 要 将 运动 方程 离散 化 为 有 限 姜 
分 方程 (参见 第 四 章 )。 常 用 的 求解 方法 有 了 欧 拉 法 、 龙 格 - 库 塔 法 、 辛 普 生 法 等 〈 参 见 附录 D 
数值 计算 的 误差 阶 数 显 然 取决 于 所 采用 的 数值 求解 方法 的 近似 阶 数 。 原 则 上 ， 只 要 计算 机 计 
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认为 系统 是 放置 在 一 个 热 浴 中 。 当 然 ， 在 MD 方法 中 我 们 只 是 丰 想像 中 将 系统 放 入 热 浴 中 
实际 土 ， 在 模拟 计算 中 上 共 笨 所 采取 的 做 法 是 装 一 些 日 由 度 可 以 约束 。 樟 如 在 和 灌 体系 的 情况 
下 ， 体 系 的 平均 动能 是 一 个 不 变量 。 这 时 我 们 可 以 设计 一 个 舍 法 ， 合 半 均 动能 被 约束 在 一 个 
给 定 值 上 。 由 于 这 个 约束 ， 我 们 并 不 是 在 真正 处 理 一 全 正则 条 综 ， 币 实际 省 促 促 是 复制 本 这 
个 系 综 的 位 形 部 分 。 只 要 这 -一 约束 不 破坏 从 … 个 状态 到 翅 个 状态 的 恕 和 未 笠 去 特性 ， 这 种 做 
法 就 是 正确 的 。 不 过 其 动力 学 性 质 可 能 会 受到 这 一 约束 的 影响 。 

日 五 十 年 代 中 期 开始 ，MBD FASE RUA]. EDS his We 起 已 经 成 为 
算 累 模拟 的 重要 方法 应 用 MD 方法 取得 了 许 才 重 上 要 成 果 ， 例 如 气体 或 波 体 的 状态 方程 、 
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6.2 分 子 运 动 方程 的 数值 求解 


采用 MD 方法 时 ， 必 须 对 一 组 分 子 运 动 微分 方 释 做 数值 求解 。 从 计算 数学 的 角度 来 契 ， 
这 个 求解 是 ~ 个 初 值 问题 。 实 际 计算 数学 为 了 求解 这 种 问题 已 经 发 展 了 许多 的 算法 ， 但 并 
不 是 所 有 的 这 些 算法 都 可 以 用 来 解决 物理 问题 。 下面 我 们 先 以 一 个 - - 维 谐振 子 为 例 ， 来 看 一 
下 如 何 用 计算 机 数值 计算 方法 求解 初 值 问题 。 维 谐 振子 的 经 典 哈密 顿 居 为 : 
H= a) ye (6.2.1) 
2m 2 
XRRR EME IERO AFER. BERRA x0), pO). WE KA RAIER 
ERI BTR ot A RE 


dy ðH p dp dH 
一 二 一 -一 二， = = -ky (6.2.2) 
d dp m dt ax 


INARA AR AIS Tt AE E [PE APE eh p(t). BIRTA BR ENA, 
WD FIERA ARB aA Re, MEE DL | BS. FP a Te] A a Ty Ba TT 01 
WILAR. 首先 ， 我 们 取 葡 分 计算 的 时 间 步 长 为 严 ， 采 用 我 们 任 第 四 章 中 讲 过 的 一 阶 微分 形 
式 的 向 前 兰 商 喜 示 ， 即 直接 运用 展开 到 声 的 一 阶 泰勒 展开 公式 


FE+ 问 = f+ nf + OUP) 
即 
df _ fe+h)- re) (6.2.3) 
dt h o 
则 微分 方程 (6.2.2) 可 以 被 改写 为 差分 形式 
dx _ aeth) xe) pO) (6.2.4) 
de h m o 
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dp __ pl +h) ple) jt) (6.2.5) 


dt h 
将 上 而 两 个 公式 整理 后 ,我 们 得 到 解 微 分 方程 (6.2.3 的 欧 拉 (EuleD 算 法 《参见 附录 C): 
x(e-+n)= z+ 各 四 (6.2.6) 
m 
p(t +h)= p(t)— hkx(t) (6.2.7) 


RE ale) pf@) 的 一 组 递 推 公式 。 有 了 初始 条 件 x(0), p(o)， 就 可 以 一 步 -- 步 地 使 用 前 一 时 刻 的 
举 标 、 动 量 值 确定 下 一 时 刻 的 坐标 、 动 量 值 。 这 个 方法 是 一 步 法 的 典型 例 子 

用 于 在 实际 数 什 计算 时 斑 的 大 小 是 有 限 的 ， 因 市 在 上 述 算法 中 微分 被 离散 化 为 差分 形式 
来 计算 时 总 是 有 误差 的 。 可 以 证 明 一 步 法 的 局 部 离散 化 误差 与 总 体 误差 起 相等 的 ， 痢 为 
Our?) 的 量 级 。 在 实际 应 用 中 ， 适 当地 选择 的 大 小 是 十 分 重要 的 。 取得 太 大 ， 得 到 的 结 
果 偏 离 也 人 ， 甚 全 于 连 能 量 都 不 守恒 :4 取得 太 小 ， 有 可 能 结果 仍然 不 够 杂 。 这 就 楼 求 我 们 
改进 计算 方法 ， 进 一 步 考虑 二 步 法 。 

实际 上 泰勒 展开 式 的 一 般 形式 为 


f(t+h)= r+ A ~My + on™) (6.2.8) 


其 路 of] 表 示 误 关 的 数量 级 ， 前 面 叙述 的 欧 拉 药 法 就 是 取 n1. 现在 考虑 公式 (6.2.8) 中 直 
HA AMP REF CAD n=2)， 则 得 他 


ftay= Oh f+ Ae) (6.2.9) 
月 rns OS 
FE 月 = FO -hE ~ an r a2 + oft) (6.2.10) 
将 上 面 两 式 相 加 、 诚 得 到 含 二 阶 和 一 ilies Sat 
ff a3 = [f + a)- 270) + fE- vy (6.2.11) 
gy r-re- flt-A) (6.2.12) 
dt 2h 


令 7 的 =z)， 利 用 牛顿 第 二 定律 公式 FG) = mm 和 ， 公 式 (6.2.10 写 为 坐标 的 递 推 公式 
t 


x(t + A) = —x(t — h) t 2x(t) + A M d 4 ) (6.2.13) 
公式 (6.2.12) 写 为 计算 动量 的 公式 得 到 
p(t) = mil} = mv(e) = 5; be +h)- xk- h) (6.2.14) 


这 样 我 们 就 推导 出 了 一 个 比 (6.2.6) 和 {6.2.7) 更 精确 的 递 推 公式 。 这 是 二 步 法 的 一 种 ， 称 为 
Vedet 方法 。 还 有 其 他 一 些 二 步 法 ， 如 龙 格 - 库 塔 《Runge-Kutta) 方法 等 【参见 附录 OC), 2k 
里 不 再 做 介绍 ， 
当然 我 位 还 可 以 建立 更 高 阶 的 多 步 算法 ， 然 而 大 部 分 更 高 阶 的 方法 所 需要 的 内 存 比 一 
步 法 和 二 步 法 所 需要 的 大 得 多 ， 并 且 有 些 更 高 阶 的 方法 还 需要 用 选 代 来 解 出 隐 式 给 定 的 变 
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阶 算法 都 适用 于 物理 系统 的 计算 机 计算 。 

在 实际 数值 计算 中 ， 我 们 必须 特别 证 意 舍 入 误差 和 稳定 性 问题 。 为 了 减少 合 入 误差 ， 
我 们 可 以 采用 高 精度 计算 ， 并 且 要 避免 相近 大 小 的 数 相 消 ， 以 及 数量 级 相差 很 大 的 两 个 数 相 
加 和 注意 运算 路 序 。 


6.3 分子 动 力学 模拟 的 基本 步骤 


ett FALL MAT AS MD 模拟 的 实际 步骤 可 以 划分 为 四 步 ， 首先 威 设 定 异 拟 所 采 
用 的 模型 ， 第 二 ， 给 定 初 始 条 件 ， 第 三 ， 趋 于 平衡 的 计算 过 程 ， 最 后 起 宏观 物理 量 的 计算 ， 
下 面 就 这 四 个 抄 骤 分 别 做 简单 介绍 。 
1. 模拟 模型 的 设 定 
设 定 模型 是 分 子 动力 学 模拟 的 第 -- 步 工作 。 例 如 在 -一 个 分 子 系统 中 ， 假 定 两 个 分 子 间 
的 相互 作用 势 为 硬 款 势 ， 其 势 函 数 表 示 为 
十 om 如 果 r< G， 
vots 如 果 r 之 0 
实际 上 ， 更 常用 的 是 图 (6.3.1) 所 示 的 Lennard-Jones 型 势 。 它 的 势 困 数 表示 为 


oo 全 e» 


其 中 一 上 是 位 势 的 最 小 值 〈《E AR ERRA, KARAREN or EF 2% 的 
地 方 Co 可 以 确定 为 长 庆 的 单位 )。 

模型 确定 后 ,根据 经 典 物 理学 的 规律 我 们 
就 可 以 知道 在 系 综 模拟 中 的 守恒 量 。 例 如 对 在 
微 正 则 系 综 的 模拟 中 能 量 、 动 量 和 角 动 量 均 为 
守恒 量 。 在 此 系 综 中 它们 分 别 表示 为 


E= Ffm ve) 6.3.2) 
P= 37 (6.3.3) 
M -5r x P (6.3.4) 
其 中 p = mm, 。 由 于 我 们 只 限于 研究 大 块 物质 : 
在 给 定 密度 下 的 性 质 ， 所 以 必须 引进 一 个 中 做 2 


分 子 动 为 学 元 胞 的 体积 元 ， 以 维持 一 个 恒定 的 

密度 。 对 气体 和 液体 ， 如 困 所 占 体 积 足够 人 ， 并 且 系 统 处 于 热平衡 状态 的 情况 下 ， 那 么 这 个 

体积 的 形状 是 无 关 紧 要 的 中 。 对 于 品 态 的 系统 ， 元 胞 的 形状 是 有 影响 的 。 为 了 计算 简便 ， 对 

于 气体 和 液体 ， 我 们 取 一 个 立方 形 的 体积 为 MD 元 胞 。 设 MD 元 胞 的 线 度 大 小 为 L， 则 其 

体积 为 二 。 由 于 引进 这 样 的 立方 体 箱子 ， 将 产生 六 个 我 们 不 希望 出 现 的 表面 。 模 拟 中 碰撞 
94 


nt 


A HE FE 09 22 TY SR ISTO BR. BE RE TA BR SE. PR RE Ae 
面 的 存在 对 系统 的 任何 一 种 性 质 都 会 有 重大 的 影响 。 为 了 减 小 引入 的 表面 效应 ， 我 们 采用 启 
期 性 边界 条 件 。 采 用 这 种 边界 条 件 , 我 们 就 可 以 消除 引入 的 表面 效应 ， 构 造 出 一 个 准 无 穷 大 
的 体积 来 更 精确 地 代表 宏观 系统 。 实 际 上 ， 这 里 我 们 做 了 一 个 假定 ， 即 让 这 个 小 体积 元 胞 镶 
嵌 在 一 个 元 和 畸 大 的 大 霹 物 质 之 中 。 周 期 性 边界 条 性 的 数学 表示 形式 为 
A(x)= Atal}, n={n,m,m) (6.3.5) 
其 中 A 为 任意 的 可 观测 量 ， n,n , 为 任意 整数 。 这 个 边界 条 件 就 是 命令 基本 MD 元 胞 完 
全 等 同 地 重复 无 穷 多 次 。 具 体 在 实现 该 过 界 内 件 时 是 这 样 操 作 的 : 当 有 一 个 粒子 穿 过 基本 
MD 元 胞 的 六 方 体 表面 时 ,就 让 这 个 粒子 以 相同 的 速度 穿 过 此 表面 对 面 的 表面 重新 进入 该 MD 
元 胞 内 。 
在 分 子 动力 学 模拟 山 考 虑 粒子 间 的 相互 作用 时 ， 通 常 采 用 最 小 像 力 约定 。 这 个 约定 是 
在 由 无 穷 重 复 的 MD 基本 元 胞 中 ， 一 个 粒子 只 同 它 所 在 的 基本 元 胞 内 的 另外 N-1 个 ( 设 在 
此 元 胞 内 有 w 个 粒子 》 中 的 每 个 粒子 或 其 最 邻近 影像 粒子 发 生 相 五 作 有 所。 如 果 产 处 的 粒子 
iPr, 处 的 粒子 j 之 间 的 距离 为 
r; =mi -r +a) Xtina) (6.3.6) 
LEERME a RE AR RE or < 工 /2 来 截断 位 势 Cr, ABU FE). GG LBI 
SMAAK, GAMER AT 1/2 FRAT Ak, WS RE, 
采用 最 小 像 力 约定 使 得 在 截断 处 粒子 的 受 力 有 -个 6 -函数 的 奇异 性 ， 这 会 给 模拟 计算 带 来 
RE o 
2， 给 定 初 始 条 件 
MD 模拟 进入 对 系统 微分 方程 组 做 数值 求解 的 过 程 时 ， 需 要 知道 粒子 的 初始 位 置 和 速度 
的 数值 .不 同 的 算法 要 求 不 同 的 初始 条 件 。 例 如 ，Vertet 方法 需要 两 组 坐标 来 启动 计算 ，…- 
组 是 零 时 刻 的 坐标 ， 吸 一 组 是 前 进 一 个 时 间 步 长 时 的 谷 标 ， 或 者 是 一 组 零 时 刻 的 速度 值 。 但 
是 ， 一 般 来 说 系统 的 初始 条 件 都 是 不 可 能 知道 的 。 表 面 上 看 这 是 一 个 难题 。 实 际 上 ， 精 确 选 
择 待 求 系统 的 初始 条 件 是 没有 什么 意义 的 , 因为 模拟 时 间 足 够 长 时 ,系统 就 会 忘掉 初始 条 件 。 
但 是 初始 条 件 的 合理 选择 将 可 以 加 快 系统 趋 于 平衡 。 常 用 的 初始 条 件 可 以 选择 为 :〈1) 令 初 
如 位 置 在 差分 划分 网 格 的 格子 上 ， 初 始 速 度 则 从 玻 尔 兹 曼 分 布 随机 抽样 得 到 。(2》 令 初始 位 
置 随机 地 偏离 差分 划分 网 格 的 格子 ， 初 始 速 度 为 零 。(3) 令 初始 位 置 随机 地 偏离 益 分 划分 网 
格 的 格子 ， 初 始 速 度 从 玻 尔 花 党 分 布 随机 抽样 得 到 ， 
3， 趋 于 平衡 
按照 上 面 给 出 的 运动 方程 、 边 界 条 件 和 初始 条 件 ， 就 可 以 进行 分 子 动力 学 模拟 计算 。 
但 是 ， 这 样 计 算出 的 系统 不 会 具有 所 要 求 的 系统 能 量 ， 并 且 这 个 状 法 本 身 也 还 不 是 一 个 平衡 
态 。 为 了 使 系统 达到 平衡 ， 模 拟 中 需要 一 个 趋 衔 过 程 。 在 这 个 过 程 中 ， 我 们 增加 或 从 系统 中 
移 晶 能 景 ， 直 到 系统 具有 所 要 求 的 能 量 。 然 后 ， 再 对 运动 方程 小 的 时 间 向 前 积分 若干 步 ， 使 
系统 持续 给 出 确定 能 晤 值 。 我 们 称 ， 这 时 系统 已 经 达到 平衡 态 。 这 段 达到 平衡 所 需 的 时 间 称 
HIRE. E MD Bi, WAM AChE TORE. HRT RUE 
的 时 间 。 为 了 减 小 误 益 ， 步 长 及 必须 取得 小 一 些 ， 但 是 取得 太 小 ， 系 统 模 所 的 弛 阶 时 间 就 很 
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上 长。 这 里 需要 积累 -一 定 的 模拟 经 验 , GAMMA. Blan, HA IL aiAn) 
分 了 的 体系 ， 如 果 采 用 Lennard-Jones 和 位 热 ， 我 们 发 现 取 五 为 10” 量 级 ， 就 可 以 得 到 好 的 相 
图 。 这 里 选择 的 疡 是 没有 旦 网 的 ， 实 际 上 上 这样 选 择 的 严 对 应 的 时 间 在 107 秘 的 最 级 。 如 果 模 
拟 1000 iF, RAEES. RNR A oR, 

4. 宏观 物理 量 的 计算 

实际 计算 宏观 物理 量 往往 是 在 MD 模拟 的 最 后 阶段 进行 的 。 它 是 沿 若 相 空 间 轨 迹 求 于 
均 来 计算 得 到 的 。 例 如 对 于 一 个 宏观 物理 量 A. CUA APE ia. Sn cla 
Ee ae A pr OA pN O Ch N 表示 系 综 NW 个 粒子 的 对 应 举 标 和 动量 参数 )， 选 
FRP MD 算法 求解 县 有 初 值 问 题 的 运动 方程 ， 便 得 到 相 空 间 轨 和 迹 (r 吕 ,fp 有 。 对 
轨迹 平均 的 宏观 物理 量 A AAA 


A = lim Ga Si. drar EA pY) (6.3.7) 

如 果 宕 观 物理 最 为 动能 ， em 
E, = (N) 6.3.8 
E, = lim —— [一 Si. ate, ((p (ry) (6.3.8) 


由 于 在 模拟 过 程 中 计算 出 rote emcee LAN, 因此 公式 (6. 3.8) 可 以 表示 为 
在 时 间 的 各 个 问 断 点 点 上 计算 动能 的 平均 值 


a 2404) 
E =- S P (6.3.9) 


A— Ao imid à 2m 

f MD tS}, E A A PE AP. A 
能 最 均 分 定理 ， 我 们 可 以 从 平均 动能 值 计算 得 到 温度 值 : 
T=_ (6.3.10) 


其 中 了 为 每 个 粒子 的 自由 庆 ， 如 果 不 考 虑 系统 所 受 的 约束 ， 则 以 =3 。 系 统 内 部 的 位 形 能 最 
的 轨道 平均 值 为 : 


U = + LS”) (6.3.11) 
Q H>ng i<j 


假定 位 势 在 x 处 被 截断 ， 那 么 上 式 计 算出 的 势能 以 及 由 此 得 到 的 总 能 量 就 包含 有 涡 差 。 为 
了 对 此 偶 差 作出 修正 ， 我 们 采用 对 关联 函数 来 表示 位 能 


UIN = 27p 上 u(rye(ryredr (6.3.12) 
APH g{r) 就 是 对 关联 函数 ， 它 是 描述 与 时 间 无 美的 粒子 间 关 联 性 的 量度 。 g(r) 的 物理 意 
义 是 当 原 点 上 = 0 处 有 一 个 粒子 时 ， 在 空间 位 置 > 的 点 周围 的 体积 元 中 单位 体积 内 发 现 另 一 
个 粒子 的 几率 。 若 (7) 为 距离 原点 rf 到 Fy 十 Ar 之 加 的 平均 粒子 数 ， 则 
_V ny) 
g(r)= N Arria; (6.3.13) 


在 MD 模拟 过 程 中 ， 所 有 的 距离 已 经 在 力 的 计算 中 得 到 ， 因 而 很 容 身 计算 对 关联 函数 的 值 。 
图 6.3.2 为 由 计算 机 模拟 得 到 的 两 组 不 向 套数 下 的 对 关联 明 数 的 例子 。 由 于 位 势 的 截断 ， 对 
关联 函数 仅 对 关 < 工 /2 以 下 的 距离 有 意义 。 在 公式 (6.3.1D 中 ， 所 有 的 位 能 都 加 到 截断 距离 为 
96 


止 ， 尾 部 修正 可 以 取 为 
U, = 2mp | am8Cyrsdr (6.3.14) 
压强 可 以 通过 计算 在 面积 元 dh KEE A a LAER AD PR. te DOR 
ORE BA ER A BT. GRR BUR AST FEAT AS AQ 
= P OH a? 5 
P= pkyT 一 元 [sn ater dr (6.3.15) 


到 于 势能 的 计算 ， 我 们 可 以 把 积分 划分 为 丙 项 ， 一 项 是 由 相互 作用 力 程 之 内 的 贞 献 引起 的 ， 
项 是 对 位 势 截 断 的 改正 项 : 


2 
gu 
- _ d 6.3.16 
P = pk,T SN 2n op, P ( ) 
其 中 长 程 改正 项 为 : 
2 
P, = 2- fm gor Haare (6.3.17) 
下 面 我 们 将 讨论 具体 如 何 进 行 MD 模拟 。 


T *=2.53 
p *=0.83134 


0 D. 
0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 0 1.0 2.0 3.04.03.0 
rig rig 


图 63.2 Bi Ee a [a ee a ee 
6.4 平衡 态 分 子 动 力学 模拟 


在 经 典 MD 模 所 方法 的 应 用 当中 ， 存 伍 着 对 两 种 系统 状态 的 MD 模拟 。 一 种 是 对 平衡 
AA MD 模拟 ， 另 一 类 是 对 非 平衡 态 的 MD 模拟 。 对 平衡 态 系 综 MD 模拟 又 可 以 分 为 如 下 
类 型 : 微 正则 系 综 的 MD (NVE) 模拟, 正则 系 综 的 MD (NYT) 模拟 , 等温 等 压 系 综 MD(NPT) 
PT A EE RE MD(NPH) 模拟 等 巴 。 上 上 面 我 们 仅 对 平衡 态 的 MD 方法 中 前 两 类 模拟 做 
简单 的 介绍 。 

一 、 微 正则 系 综 的 MD Hi 

在 进行 对 微 正 则 系 综 的 MD 模拟 时 ， 首 先 我 们 要 确定 所 采用 的 相互 作用 横 型 。 我 们 假 
定 一 个 孤立 的 多 粒子 体系 ， 其 粒子 间 的 相互 作用 位 势 是 球 对 称 的 ， 则 其 哈密 刁 量 可 以 写 为 
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H=1 SP Sur) (6.4.1) 
2m 条 * 
Rr BRIM TSR PPT CER. AP ICR a, bh PeR 
ta sth CE, AM ASM PS ie. ASR AT REAR E 
的 。 此 外 ， 由 于 整个 系统 并 林 运 动 ， 所 以 整个 系统 的 总 动 鞭 PP 恒 等 于 零 。 这 就 是 系统 受到 的 
四 个 约束 。 
由 该 系统 的 蛤 密 帧 量 可 以 推导 出 牛顿 方程 形式 的 运动 方程 组 
mo PO (G=1,2,... N} (6.4.2) 
ee AD a (of eh By AE (6.4.2) op AP, RT APS eR Veret AYE, 
方程 组 (6.4.2) 的 求解 变 成 求解 方程 组 : 
rt+h) = 2r,(t) -r+ Fh im. (=12...,N) (6.4.3) 
该 方程 组 反映 出 ， 从 前 面 1 和 1 一 有 时 刻 这 两 步 的 空间 坐标 位 置 及 +t 时刻 的 作用 力 ， 就 可 以 算 
出 下 一 步 ! 十 严 时 刻 的 坐标 位 置 。 下 面 为 了 将 (6.4.3) 式 写成 更 简洁 的 形式 ， 我 们 念 


tanks rf EnG, FE = F(t.) (6.4.4) 


NUM (64:3) 式 可 以 得 到 如 下 差分 方程 组 的 形式 
Pei = 2X) ore AROR fm, G=12...,.N) (6.4.5) 


如 果 已 知 一 组 初始 空间 位 置 刀 oj fpf, WLS st SR APT AE 6.4.5) PSB gr) } 。 
由 空间 坐标 又 可 以 算出 粒子 的 运动 速度 为 


yi) 一 Gere =p) y oh (6.4.6) 


x FAZER n +PER A EN n RE. ASKER SMES 
落后 一 步 。 

根据 上 述 原理 我 们 可 以 将 粒子 数 屿 定 、 体 积 恒 定 、 能 量 恒 定 的 微 正则 系 综 (NVY 芭 I 的 MD 
模拟 步骤 设计 如 下 : 

O 给 定 初 始 空间 位 置 刀 wj,frojj，CG=12..N)。 

(2) (REA RP NRT RRP}: FO =a) 

(3) 利用 公式 : P= — 9 4 POR f/m， 计算 在 第 n+1 步 时 所 有 粒子 所 处 
的 空间 位 慎 fo} 

(4) 计算 第 nn 步 的 速度 :vw = r)a. 

(5) 返回 到 步骤 〈2)， 开 始 下 一 步 的 模拟 计算 。 

如 前 所 述 ， 用 上 述 形 式 的 Verdet 算法 ， 动 能 的 计算 认 势 能 的 计算 落后 一 步 。 此 外 ， 这 
种 算法 不 是 自 启动 的 。 要 真正 求 出 微分 方程 组 (6.4.2) 的 解 ， 除 了 需要 给 出 初始 空间 位 置 
(7) 外， 还 要 求 另外 给 出 一 组 空间 位 置 rO 。 实 际 上 ， 有 时 候 采 用 改进 后 的 计算 方法 可 
能 更 方便 : 即 把 N 个 粒子 的 初始 位 置 放 在 网 格 的 格 点 上 ， 然 后 加 以 拢 动 。 如 果 初 始 条 件 是 
空间 位置 和 速度 ， 则 采用 下面 的 公式 来 计算 空间 位 置 {x 
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rar + hyf +F Oh? /2m (6.4.7) 
然后 再 按 上 述 模拟 步骤 进行 计算 . 
Verlet 算法 的 速度 变 卉 形式 将 会 使 其 数 信 计算 的 稳定 性 得 到 加 强 。 下 而 我 们 就 此 懒 简单 
介绍 。 命 令 
2” = fpr 7 Vth (6.48) 
则 公式 (6, 4. 5) 写 为 
ri” = ne? + hej? | (6.4.9) 
zi 一 eT E 
上 式 在 数学 上 与 (6.4.5) 式 是 等 价 的 ， 并 称 汐 由 加 形式 。 由 此 Veret 算法 的 速度 形式 的 模拟 步 
又 可 以 表述 为 | 

M 给 定 初始 空间 位 置 丰 DG =12,...,N)。 

D 给 定 初始 速度 世 中 上。 

G) 利用 公式 ，z = © tw 4 FER /12m， 计 算 在 第 n++1 步 时 所 有 粒子 所 处 的 
空间 位 置 刀 "十 

(4) 计算 在 第 z+1 DNAET 的 速度 penh, 

PED yO + APD + PO) 2m 

(5) 返回 到 步骤 G3), HAEA Dib UML 

Veret 速度 形式 的 算法 比 前 一 种 算法 好 些 。 它 林 仅 可 以 在 计算 中 得 到 同 -: 时 间 步 上 的 空 
问 位 置 和 速度 ， 并 且 数 值 计 算 的 稳定 性 也 提高 了 。 

一 般 情 况 卜 ， 对 于 给 定 能 量 的 系统 不 可 能 给 出 精确 的 初始 条 件 ， 这 时 需要 先 给 出 一 
合理 的 初始 条 件 ， 然 后 在 模拟 过 程 中 逐渐 调节 系统 能 量 达到 给 定 值 。 其 步骤 为 . 首先 将 运动 
方程 组 解 出 关 干 步 的 结果 : 然后 计算 出 动能 和 位 能 : 假如 总 能 量 不 等 于 给 定 恒定 值 ， 则 通过 
对 速度 的 调整 来 实现 能 量 守恒 。 也 就 是 将 速度 习 以 一 个 标 度 (scaling) 因子 ， 该 因子 一 般 
RA 


TWN ca (6.4.10) 


然后 再 同色 第 一 步 ， 对 下 一 时 刻 的 运 去 动 方程 求解 MST LMR, APRA BPP A. 
这 样 的 模拟 过 程 也 称 为 平衡 化 阶段 。 

采用 对 速度 标 度 的 办 法 ， 可 以 使 速度 发 生 很 大 变化 。 为 了 消除 可 能 带 来 的 效应 ， 必 须 
要 有 足够 的 时 间 让 系统 再 次 建立 平衡 。 在 到 达 赵 衡 阶 段 以 后 ， 必 须 检验 粒子 的 速度 分 布 是 将 
FEES Be FETA BUR BH o 

二 、 正 则 系 综 的 MD 模拟 

在 统计 物理 中 的 正则 系 综 模拟 是 针对 一 个 粒子 数 N、 体 积 V、 温 度 T 和 总 动量 
(p= Le =0) 为 守恒 量 的 系 综 (GNWVT。 这 种 情况 就 如 同一 个 系统 转 于 热 浴 之 小， 此 时 条 


统 的 能 量 可 能 有 涨 落 ， 但 系统 温度 则 已 经 保持 恒定 。 在 正则 系 综 的 MD 模拟 中 施加 的 约束 
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GWERS HA EURE MD 方法 是 在 运动 方程 组 上 加 .十 动能 全 定好 浙 度 全 
EO AAD. RAL ROE USE MD 模拟 由 对 运动 方程 加 十 能 其 己 定 的 约 吕 ， 丰 正 央 
系 综 MD 的 平衡 化 过 程 !， 巡 度 标 度 因 子 一 般 选 卜 而 的 烘 式 较为 合适 


g -| GN -KT 
Zm? 
我 们 可 将 正则 系 综 MD 的 Verlet FATTER ER A ob Re AS Mi: 

(1) 给 定 初始 空间 位 置 { xn h GLN) 

(2) 给 定 初始 速度 v h 

C3) AHRR: r = w FOR /2m 计算 在 第 闫 +1 步 时 所 有 粒 了 所 处 
hamma hew h 

C4) UA n+l BO ER pE al al FO) mf, 


DRRR: E =F m}, be , 


(6.4.11) 


2 Emor 


(5) 计算 将 速度 也 ?33 PRLR IT p t SEREA E it, Ba 
Fma pr Bt pr” h 

C6) 返回 到 步骤 G) Feat n+ 2RR. 
按照 上 面 的 步骤 ， 对 时 间 进 行 一 步 步 的 循环 。 待 系统 达到 平衡 后 ， 则 退出 循环 。 这 就 是 正则 
系 综 的 .MD 模拟 过 程 。 

下 面 我 们 举 一 个 微 正则 系 综 的 MD 模拟 的 应 用 示例 来 看 看 模拟 的 结果 P?!, 

例 对 一 个 总 能 量 确定 的 单 原子 (和 氢 ) 粒子 系统 的 MD 模拟 计算 。 

我 们 具体 选取 256 个 原子 的 模拟 。 粒 子 间 的 相互 作用 位 势 为 Lennard-Jones 势 : 


V(r)= a(z ) - (z j (6.4.12) 


其 中 一 为 位 势 的 极 小 值 Re 为 能 量 单位 )， 其 位 置 在 上 三 2 oah, RR RT E 
一 个 立方 体 的 箱子 ， 边 界 上 采用 最 小 象 力 约定 ， 我 们 采用 自然 单位 制 ， 长 度 利 时 间 的 标 度 单 
位 分 别 为 G 和 (mo 148) (对 乌 原 子 该 时 间 单 位 为 3x10 悦 秒 )， 这 样 就 使 得 运动 方程 为 无 
量 纲 形式 。 辆 拟 时 我 们 考虑 商 个 相 图 ,上 的 点 ， 人 rp 站 = (2.53，0.636)，{0.722, 0.83134]， 它 们 
分 别 县 有 两 种 立方 体 的 尺寸 ， 即 工 =7.83 和 工 = 675。 初 始 条 件 假 定 为 ， 各 个 序 子 处 于 一 个 
面 心 让 方 格子 的 格 点 上 上 ， 而 速度 按 相应 温度 下 的 波 尔 兹 曼 分 布 抽样 取 值 。 位 势 的 截断 取 两 个 
fr, =2.5 和 x =3.6. 用 以 比较 其 对 模拟 结果 的 影响 。 在 执行 平衡 化 过 程 中 ， 调 节 粒 子 速度 
的 标 度 因子 为 


{6.4.13) 


B= T'(N-1) 
16$ v 


友 复 上 上 面 的 速度 调节 ， 直 钊 系 统 能 量 达到 给 定 值 ， 在 这 个 例子 中 ， 平 衡 化 过 程 州 了 1000 2 
的 误 状 为 标准 误 壮 。 系 统 总 动能 的 模拟 法 化 过 程 
由 图 6.4.1 a. Sil, Aa oR oa fed SP a. E 6.4.2 则 显示 出 位 能 
的 平衡 化 过 程 。 系 统 总 能 量 的 半 衡 化 过 程 则 由 图 6.4.3 上 表示， 其 平衡 化 想 首 过 对 粒子 速度 的 
aT BERRA IA SI). 6.4.4 为 动能 的 分 布 贸 ， 模 扳 得 到 的 平均 速度 为 了 =0.3654 ， 


MD 模拟 。 模 拟 结 果 列 于 志 6.4.1! 


而 理论 上 该 值 应 当 是 了 =1.13VyT /24=0.3668. 这 个 结果 已 经 十 相当 不 错 了 ， 


1, 表 : 


因为 我 们 只 对 256 


个 粒子 的 系统 进行 了 模拟 。 厕 且 迷 度 人 于 平均 迷 度 的 粒子 数 所 出 百分比 与 期 望 值 46.7% 18 —- 
致 。 才 中 的 数据 去 明 模 氢 结 果 与 所 选择 的 截断 距离 值 变化 并 不 灵敏 ， 
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对 256 个 粒子 的 氮 原 子 系统 进行 1000 步 微 正 则 系 综 MD 模拟 的 结果 
ire] T'=2.53, p* —0.636 
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BEE ”计算 机 符号 处 理 


7.1 引言 


早期 计算 机 在 物理 学 研究 中 的 应 用 仅仅 是 在 数值 计算 方面 。 我 们 在 前 面 讲 述 的 各 种 计 
算 物 理 方 法 ， 包 括 蒙特 卡 洛 方法 实际 上 都 是 属于 数值 计算 范畴 。 在 这 些 计算 中 ， 被 计算 的 对 
银 都 是 数字 。 物 理 研 究 中 的 数值 计算 通常 所 采用 的 计算 语音 是 诸如 BASIC, FORTRAN. 
PASCAL, ALGOL 等 这 些 传统 的 高 级 语言 。 然 而 在 一 般 计 算 物 理 研 究 中 应 用 最 为 上 广泛 的 李 数 
FORTRAN 语言 。 

在 计算 物理 问题 中 ， 人 们 发 现 仅仅 用 数值 计算 语言 是 不 能 满足 实际 需要 的 ， 其 原因 有 
如 下 三 个 方面 

首先 ， 在 物理 学 研究 中 大 量 需 要 进行 数学 处 理 的 对 象 是 诸如 代数 多 项 式 、 有 理 多 项 式 、 
祝 级 数 等 等 的 符号 公式 ， 因 此 公式 、 符 号 的 代数 运算 具有 特别 重要 的 地 位 和 作用 ， 而 这 些 计 
算是 用 计算 机 的 数值 计算 方法 无 法 解决 的 。 此 外 ， 符 号、 公式 的 运算 结果 往往 比 数值 计 筑 的 
结果 更 精确 ， 更 能 反映 出 结果 中! 的 物理 内 涵 。 叉 如 ， 在 高 阶 重子 电动 力学 计算 核 或 粒子 物理 
过 程 时 ， 常 常会 遇 到 相 空 间 的 多 重 积分 问题 ， 如 果 我 们 完全 用 数值 计算 ， 结 果 要 想 达 到 一 定 
的 精度 往往 需要 很 多 的 计算 机 术 时 ， 基 后 得 到 的 也 只 是 一 些 数 据 或 图 表 。 然 页， 如 果 能 将 此 
多 重 积分 以 解析 的 形式 求 出 ， 则 这 个 结 提 无 论 从 精度 或 者 从 恒 于 物理 分 析 的 角度 来 看 都 优 于 
前 者 。 当 然 ， 铬 重 积 分 在 很 多 情况 下 是 不 能 够 解析 求 出 结果 的 。 但 是 ， 即 使 事先 只 能 对 基 些 
积分 变量 部 分 解析 积 出 ， 仅 对 剩 下 的 部 分 变量 用 数值 计算 求 出 最 后 结果 时 ， 也 还 可 以 节省 大 
医 的 机 时 。 因 此 ， 利 用 符号 运算 或 至 少 是 利用 将 符号 运算 与 数值 计算 结合 起 来 的 计算 物理 技 
术 ， 比 仅仅 用 数值 运算 更 为 精确 和 有 效 。 

第 二 ， 有 些 情况 下 采用 数值 计算 方法 会 出 现 数学 上 处 于 病态 的 步 双 ， 而 使 计算 出 的 结 
果 设 有 意义 。 但 是 如 果 能 将 这 些 不 能 用 数值 运算 的 部 分 解析 地 计算 出 来 ， 则 可 以 得 到 有 意义 
的 结果 。 例 如 ， 某 些 积分 的 数值 计算 会 在 积分 限 附近 出 现 奇 异 点 ， 即 使 用 高 精度 的 数值 计算 
来 积分 也 仍然 是 很 困难 的 ， 但 是 直接 采用 解析 方法 积 出 则 本 存在 这 种 困难 。 

第 三 ， 在 物理 学 的 许多 研究 领域 内 ， 需 要 进行 大 量 元 长 复杂 的 手工 符号 运算 。 这 样 的 
运算 工作 量 上 大 ， 又 极 易 出 错 。 人 们 也 和 希望 能 用 计算 机 将 这 些 计算 问题 迅速 而 准确 地 解 出 ， 以 
便 把 物理 学 家 从 繁重 的 手工 劳动 中 解放 出 来 ， 并 使 人 人们 的 数学 天 赋 通 过 计算 机 的 公式 推导 市 
得 到 延伸 。 

随 着 计算 机 技术 的 迅速 发 展 ， 计 算 机 的 大 工 智 能 领域 的 研究 得 到 极 大 的 推动 。 人 工 智 
能 的 分 支 之 一 就 是 符号 处 理 。 由 于 从 事 该 领域 的 研究 人 员 来 自 不 同 的 领域 ， 加 上 符号 处 理 的 
发 展 也 很 迅速 ， 因 而 它 有 许多 不 同 的 和 名称。 例如 ， 
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符号 处 理 (Symbelic Manipulation) 

公式 处 理 (Formula Manipulation) 

解析 处 理 (Analytical Manipulation) 

代数 处 理 (Algebraic Manipulation) 

符号 和 代数 计算 (Symbolic and Algebraic Computation) 

符号 和 代数 处 理 (Symbolic and Algebraic Manipulation) 

符号 应 用 数学 (Symbolic Applied Mathematics) 

机 器 代数 Machine Algebra) 

计算 机 代数 (Computer Algebra} 

这 些 和 名称 都 是 竺 价 的 ， 但 通常 的 叫 法 是 符 导 处 理 或 计算 机 代数 ， 由 于 许多 数学 家 们 称 
群 论 的 计算 机 程序 也 为 计算 机 代数 ， 轩 而 容易 产生 混 活 。 在 下 向 的 讲述 中 ， 我 们 梁 用 计算 机 
符号 人 处理 这 一 名 称 。 

实际 上 ， 人 人 多数 人 对 计算 机 符号 的 处 理 过 程 并 不 是 完全 陌生 的 ， 往 往 痢 有 一 些 体验 ， 
例如 我 们 在 计算 机 上 编辑 一 个 文件 时 ， 候 如 该 文件 中 有 5 个 地 方 有 字符 串 (e+ 和 有 ， 而 我 们 打 
算 将 所 有 的 (a+ 记 ) 部 换 战 c， 这 个 在 编辑 文件 时 常常 遇 到 的 操作 ， 就 是 定义 c=ca+b)， 并 
做 这 样 的 代 换 。 当 我 们 做 这 样 的 计算 机 撑 作 时 ， 我 们 就 已 经 做 了 符号 处 理 。 实 质 上 整个 符号 
处 理 的 研究 领 霹 都 是 建立 在 类 似 符 号 “A” 册 “了 ”来 代 换 这 样 的 运算 基 和 剂 之 上。 对 符 配 的 
所 有 运算 都 与 上 述 的 代 换 操作 相关 。 

il LAK. RRR SH SAA AAR LBA Aaa. 其实， 两 
者 丛 本 原 上 是 完 伞 和 化 的 。 这 是 周 为 目前 我 们 使 用 的 计算 机 仍然 是 一 种 二 进 制 的 数字 计算 处 
理 机 。 文 字 、 字 生 或 符号 都 只 能 通过 二 进 制 编码 才能 用 计 移 相 进 行 钼 理 。 由 于 这 种 本 顺 联 系 ， 
所 有 的 数值 算法 语言 经 过 改造 加 工 以 后 ， 都 可 以 发 展 为 符号 处 理 语 言 ， 或 者 说 可 以 具有 非 数 
值 处 理 功 能 。 当 然 如 果 和 大 类 发 明 出 一 种 新 式 计算 和 机, 它 从 根本 上 能 直接 处 理 文字 或 符 号 的 话 ， 
那 林 这 种 符号 到 一 进 制 编码 的 转换 就 无 必要 了 ,人 可 以 直接 进行 符号 处 理 了 . 但 是 时 至 今日 ， 
我 们 疝 未 看 钊 出 现 这 种 新 式 计 算 机 的 迹象 。 

计算 机 符号 处 理 在 计算 物理 研究 中 的 应 用 人 致 有 两 个 方 而 : 

第 一 ， 普 通 代数 运算 。 计 算 机 在 敌 这 方面 的 计算 时 比 手 工 计 算 要 快 得 和 多， 并 且 其 最 大 
的 优点 是 计算 可 靠 淮 确 。 如 果 发 现 计算 中 有 错 , 也 可 以 很 方便 地 修改 后 重新 提交 计算 机 运算 ， 

第 二 ， 复 杂 代 数 运算 。 eA s 式 可 能 非常 见长 复杂 ， 手 工 计算 根本 就 
不 可 能 。 和 处理 此 类 问题 后 还 常常 希望 能 将 结果 放 人 入 FORTRAN 程序 中 ， 以 作 进 一 步 的 数值 
计算 。 

所 谓 符号 代数 处 理 系 统 实际 上 是 指 硬 件 和 软件 的 综合 。 目 前 可 供 使 用 的 符号 代数 系统 相 
当 多 ， 我 们 不 可 能 逐个 给 出 介绍 。 但 是 对 物理 工作 者 来 说 ， 常 用 的 有 如 下 一 些 符号 处 型 系 统 : 

(1) MACSYMA。 它 能 在 VAX, SUN, Symbolic 等 计算 机 上 运行 。 MACSYMA 人 在 VAX 
计算 机 上 运行 的 版 本 称 为 VAXIMA. VAXIMA 基本 保持 了 MACSYMA 的 功能 。 由 于 硬件 
和 探 作 系统 的 缘故 ， 在 在 贮 管理 方面 VAXIMA HEHE, tE LISP 语音 的 一 种 
功能 很 蝇 的 方言 Franz Lisp 写成 的 。MACSYMA 是 由 美国 麻 省 理工 学 院 (MIT) 的 数学 实验 宝 
课题 组 (Mathlab Group) 负 责 研 制 的 。 它 是 所 有 计算 机 符号 处 理 系 统 中 动能 最 强 ， 发 展 过 程 中 
耗费 人 年 最 多 的 系统 之 一 ， 是 一 个 通用 的 符号 处 理 系 统 。 
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(2)REDUCE. 它 是 由 赫 因 (A.C. Heam 设 计 的 ,用 LISP 语 言 的 变种 SLISP (Standard LISP) 
731%. BAE DEC, VAX, DPS, CDC, Simens 和 个 人 微机 等 计算 机 上 都 可 以 运行 REDUCE. 
然而 它 的 处 理 述 度 比 真 接 用 机 器 指令 编写 的 语言 低 。 它 是 一 个 通用 的 代数 处 理 系 统 ， 有 具有 相 
当 广 证 的 基本 代数 处 型 功能 ， 并 能 处 理 高 能 物理 的 计算 门 题 。 

(3) MATHEMATICA 。 该 系统 是 美国 Wolfram 公司 开发 的 一 个 功能 强大 的 计算 机 通用 
数学 系统 。 其 基本 系统 主要 是 用 C 语言 开发 的 ， 因 此 可 以 比较 容易 地 移植 到 各 种 计算 机 和 
运行 环境 .| 它 是 当前 运用 十 分 广泛 的 符号 代数 处 理 系 统 。 

(4) Maple. 它 可 以 在 VAX, IBM(VM/CMS), MICROVAX 和 微机 上 运行 。 

(5) SCHOONSCHIP。 这 是 很 著名 的 粒子 物理 研究 用 的 符号 处 理 代数 系统 。 它 也 能 做 
一 般 的 代数 运算 , 是 日 前 为 凸 运行 速度 最 快 的 系统 。 该 程序 是 用 CDC 4! 60 位 计算 机 利 6800 
系列 计算 机 的 汇编 语言 写成 的 ， 央 而 大 大 限制 了 它 适 用 的 机 型 。 

所 有 这 些 符 导 处 理 系统 可 以 划分 为 两 人 类 : 通用 符号 处 理 系 统 和 专用 符号 处 理 系统 。 
通用 系统 的 程序 发 展 重 点 是 要 包含 丰富 的 指令 和 内 部 数学 知识 库 。 它 所 能 处 理 的 问题 都 基 相 
当 标 准 的 ， 相 对 不 很 大 的 代数 运算 。 所 用 的 算法 也 必须 是 最 通用 的 ， 因 而 在 计算 时 往往 采用 
“ 硬 算 ”的 方法 来 解 题 。 当 然 这 对 计算 机 来 说 是 很 合适 的 解 古 认 法 。 前 耐 介 绍 的 (1) ~ (4) 
各 种 符号 处 理 系 统 都 属于 这 一 类 型 。 专 用 系统 提供 了 在 某 个 领域 内 进行 符号 代数 运算 的 知识 
库 。 它 的 程序 发 展 重 点 是 强调 计算 速度 ， 程 序 的 运行 不 应 当 受 缓冲 区 大 小 等 的 吕 颖 ， 原 则 .| 
还 应 当 没 有 计算 问题 复杂 性 的 限制 。 用 户 使 用 该 系统 时 必须 考虑 如 何 利用 自己 的 聪明 才智 ， 
找 出 合适 的 算法 和 技巧 ， 更 好 地 来 解决 他 的 计算 问题 。 在 粒子 物理 研究 中 ， 常 用 的 
SCHOONSCHIP 便 是 属于 这 一 类 型 。 在 实际 工作 中 ， 信 们 可 以 利用 通用 系统 来 做 一 般 的 数 
学 和 物理 工作 〈 了 世 可 以 在 此 对 统 的 基础 上 发 展 出 专业 领域 的 专家 知识 库 来 进行 专业 领域 的 工 
作 )， 而 用 例如 SCHOONSCHIP 这 样 的 专用 系统 来 做 更 为 特殊 、 专 门 领域 中 的 - 些 工 作 。 


7.2 ”通用 符号 处 理 系 统 的 特点 和 功能 


符号 处 理 程 序 与 传统 的 数值 计算 程序 的 最 明显 的 区 别 是 ， 符 只 处 理 程序 可 以 不 事先 给 
出 变量 的 数值 来 进行 计算 。 例 如 我 们 熟 逢 的 乾 让 德 多 项 式 的 递 推 公式 ， 
Px=l; POOD=x: 
P a0) = [Qn +P -nap Oe +) (7.2.1) 
要 用 传统 的 FORTRAN 语言 编写 计算 Px) BUY, BASE x A. AAA 
在 运行 时 会 出 错 。 然 而 符号 运算 的 Mathematica 程序 则 可 以 直接 处 理 符号 x ， 并 且 它 还 可 以 


上 是 不 给 出 变量 数值 的 变量 代数 运算 。 

在 通常 的 计算 机 数值 计算 中 ， 计 算 机 的 固定 字 长 会 引起 在 数值 计算 中 常常 会 遇 到 的 数 
值 计算 的 稳定 性 和 收 敏 性 问题 。 因 为 计算 的 精度 会 受 存 贮 器 字 长 的 限制 ， 而 在 符号 处 理 系 统 
下， 原则 可 以 采用 任意 位 数 的 整数 、 实 数 和 有 理 数 的 表示 ， 其 运算 也 都 可 以 是 在 “无 限 ” 
精度 下 进行 ， 没 有 任何 误差 (当然 这 个 精度 还 是 要 受 计算 机 存 贮 器 的 容量 限制 ;。 因 此 在 符 
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号 处 埋 系 统 中 的 计算 ， 理 论 上 不 会 出 现 计 算 结 果 的 稳定 性 和 收敛 性 的 问题 . 

符号 处 理 系 统 与 数值 计算 系统 相 比 较 的 另 一 个 特点 表现 在 它 的 数据 结构 上 。 符 号 处 理 
系统 进行 代数 运算 所 要 处 理 的 对 象 是 诸 恕 多项式、 级 数 等 ， 而 数值 计算 系统 的 处 理 对 象 通常 
主要 是 处 理 整 数 和 浮 点 数 。 数 值 计算 的 结果 将 仍然 有 具有 整数 或 浮 点 数 的 简单 数据 结构 ， 而 符 
号 代数 运算 结果 的 数据 结构 变化 则 可 能 和 当 复 杂 ， 它 的 代数 数据 结构 在 运算 中 有 时 可 能 乡 
大 ， 企 也 可 能 化 入 后 又 很 简单 。 央 此 符号 处 理 运 算 中 的 数据 存 贮 、 管 理 变 得 相当 复杂 。 虽 然 
日 前 我 们 己 能 提供 相 当成 熟 的 数据 管理 技术 ， 然 而 不 幸 的 是 常用 的 数值 计算 语言 ， 如 
FORTRAN， 都 不 能 对 这 些 数 据 进 行 有 效 的 管理 。 通 常 选择 汇编 语言 、C OTR. AL ED 
常用 的 表 处 理 语 言 LISP 或 其 他 能 提供 良好 的 数据 存 贮 管理 功能 的 语言 来 实现 对 符号 代数 数 
据 的 在 贮 管理 . 

数值 计算 程序 运行 所 需要 的 人 存 贮 容量 和 计算 时 间 一 般 可 以 事先 估计 出 来 ， 而 符号 处 理 
程序 在 运行 前 却 无 法 估计 它 的 存 贮 容量 和 计算 时 间 的 需求 。 大 们 只 能 给 出 理论 上 折 需 存 贮 容 
量 和 计算 时 间 的 .上 界 。 例 如 计算 一 个 10x10 和 给 阵 的 行列 式 ， 假 如 行列 式 中 所 有 元 素 均 为 单 
个 元 素 符 号 ， 则 计算 这 个 行列 式 产 生 的 项 数 一 般 为 10! 个 ， 即 超过 3x10 项 。 但 是 如 此 此 行 
列 式 的 元 素 具 有 某 种 对 称 性 ， 或 者 行列 式 结果 为 1 或 零 时 ， 则 项 数 会 大 大 减少 ， 计 算 时 间 和 和 
存 贮 容量 的 需求 也 会 碱 少 。 如 果 用 户 在 计算 之 前 并 不 知道 行列 式 的 对 称 性 〈 当 然 也 不 可 能 知 
道 最 后 结果 !)， 他 就 必须 准备 3x10' 项 的 计算 量 和 在 贮 容量 。 实 际 上 程序 在 运行 中 达到 理论 
预言 的 存 贮 和 计算 时 间 需 求 的 上 界 的 情况 是 很 难 遇 到 的 。 

由 于 符号 处 理 程序 所 得 到 的 代数 数据 结构 的 大 小 事先 是 无 法 估计 的 ， 因 而 给 出 输出 格 
式 的 描述 是 没有 多 大 意义 的 。 符 号 处 理 系统 通常 提供 “ 目 然 ”输出 格式 ， 即 明显 写 出 窦 次 的 
“二 绯 ” 输 出 〈 有 些 系 统 还 可 以 写 出 下 标 )。 例 如 在 Mathematica ABH HAH 

x? 十 3x3 + Siniy] (7.2.2) 

然而 这 种 输出 不 能 用 作 输入 。 为 了 解决 将 输出 结果 用 作 进 一 步 数值 计算 的 公式 直接 和 输入， 大 
多 数 符 号 处 理 系 统 都 提供 了 与 输入 语法 一 笋 的 和 输出 方式 。 例 如 公式 (7.22) 就 可 以 在 
Mathematica 系统 中 输出 为 


xA243 x43+Sin[y [43 (7.2.3) 
一 般 符号 处 理 系统 还 提供 了 FORTRAN 语言 形式 的 输出 ， 以 便 把 计算 结果 不 经 手工 处 理 就 
变 为 FORTRAN 程序 中 的 语句 或 子 程序 ， 

符号 处 理 系统 往往 提供 许多 可 供 选 择 的 指令 、 说 明成 开关 ， 以 供用 户 拧 制 计算 的 进展 。 
例如 : 是 和 否 通 分 : 是 他 提取 公 因 子 ， 多 项 式 系数 是 保持 精确 的 有 理 数 形式 ， 还 是 化 为 浮 点 数 ; 
说 明 变 节 的 类 型 和 兆 峙 ;对 表达 式 做 代 换 的 规则 ， 函 数 的 微分 规则 等 。 用 户 可 以 根据 计算 进 
程 的 需要 适当 启 停 开关 或 选择 指令 、 说 明 等 。 

通用 的 符号 代数 处 理 系统 具备 很 强 的 数学 动 能 ， 它 景 主要 的 基本 数学 功能 包括 以 下 几 
个 方面 : 

C1) 多项式 计算 。 在 所 用 符号 代数 处 理 系统 中 ， 这 是 一 个 最 基本 的 数学 功能 程序 包 。 
它 包 括 符 号 多 项 式 的 相 加 、 相 乘 、 合 并 同类 项 ， 取 出 各 项 的 系数 、 因 式 分 解 ， 以 及 两 个 或 两 
全 以 上 多 项 式 公 因 子 的 提取 等 。 

(2) 丰 理 分 式 函 孝 计 算 。 有 理 分 式 亢 数 可 以 表示 为 分 了 和 分 母 工 的 一 对 多 项 式 形 式 。 
要 将 它 化 为 最 简 有 理 分 式 函 数 形式 ， 则 必须 消去 分 子 和 分 母 中 的 公共 因子 ， 即 找 出 两 个 放 项 
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式 的 最 人 公国 子 (GCD)。GCD 的 计算 不 仅 对 有 理 分 式 化 简 为 最 简 分 式 有 重要 作用 ， 而 且 对 
多 项 式 分 解 因 式 等 计算 也 很 有 用 。 通 常 在 符 导 代数 处 理 系 统 中 都 采用 了 相当 完善 的 GCD 计 
算 方 法 。 这 对 大 多 数 问 题 中 的 有 理 分 式 明 数 计算 是 足够 有 效 的 了 。 

(3) RRA E. 符号 代数 处 理 系统 也 可 以 处 理 贤 级 数 的 计算 。 在 系统 中 顺 级 数 有 两 
种 表示 法 : 第 一 种 为 切断 的 最 级 数 上 不 示 法 ， 即 在 计算 的 每 一 步 仅 将 固定 数目 的 几 项 保留 下 来 
进行 处 理 。 这 样 虽然 会 引起 误差 近似 ， 但 是 让 于 在 实际 运用 中 ， 往 入 我 们 所 要 处 理 的 物理 问 
题 的 代数 表达 式 中 就 包含 了 一 些小 的 参数 ， 这 些 参 数 的 高 阶 窜 次 项 的 舍 章 误差 已 不 大 ， 所 以 
这 样 的 近似 是 可 取 的 ， 它 也 是 最 通用 的 表示 法 。 另 一 种 是 完整 的 寺 级 数 表 示 法 。 它 可 以 用 产 
生 函 数 ， 产 生出 用 户 所 需要 的 更 多 的 肾 级 数 项 。 这 种 表示 是 精确 的 。 

4》 符号 微分 〈 形 式微 分 )。 函 数 的 给 分 方法 在 数学 上 二 为 人 们 所 熟悉 的 。 初 等 函数 
的 微分 仍然 是 初等 函数 ， 特 练 的 微分 规则 也 可 以 具体 地 定义 ， 因 而 符号 微分 相对 其 他 问题 来 
说 应 当 处 更 起 来 比较 简单 些 。 几 乎 所 有 的 符号 处 理 系 统 都 具有 微分 计算 功能 。 它 在 处 理 对 复 
合 函 数 求 高 防 导 数 的 计算 时 ,其 计算 速度 和 准确 性 尤为 显著 。 这 时 得 到 的 结果 往往 极为 复杂 ， 
表示 也 极 元 长 。 手 工 计算 虽然 原则 上 不 存在 困难 ， 但 很 难 不 出 错误 地 完成 。 有 时 虽然 某 函 数 
FRx 没有 显示 的 匡 数 关系 ， 但 只 要 在 程序 中 说 明 F 依 束 于 x ， 则 可 以 在 最 终结 果 中 保留 


SE 的 微分 符号 。 这 对 一 般 的 公式 推导 十 分 有 用 。 
x 


(5) 形式 积分 【不 定 积分 )。 这 个 问题 比 求 导数 要 困难 得 多 。 因 为 积分 结果 的 函数 可 
能 无 法 用 已 知 的 函数 写 出 来 。 即 使 是 完全 可 以 积 出 来 的 三 角 通 数 或 有 理 函 数 的 积分 ， 往 往 也 
要 花费 大 量 的 手工 劳动 。 许 多 重要 的 符号 处 理 系统 ,如 MACSYMA, REDUCE, Mathematica 
等 都 提供 了 求 不 定 积分 的 功能 。 其 计算 能 力 已 超过 了 班 有 的 各 分形， 对 定 积分 和 广 久 积分 的 
问题 ， 也 是 基于 形式 积分 的 处 理 来 实现 的 。 

(6) FF SFE Me. ASAE RSE AT LAAT SRR, TAREE. ok. Be. BR. 
SR. OR ERAS. RIFAU OR PEE. RE BRE, ORNS MASS. CMA 
和 处 理 复杂 问题 的 能 力 是 手工 运算 无 可 比拟 的 。 但 是 对 较 大 的 矩阵 或 矩阵 元 含 代数 符号 较 
多 ， 并 要 进行 复杂 运算 时 ， 可 能 会 遇 到 存 贮 困难 的 问题 。 此 时 最 好 是 用 人 人工 干 预 运算 过 程 ， 
或 直接 选择 怡 当 的 运算 方法 才能 得 到 它 的 结果 ， 

(7) 党 微分 方程 求解 。 这 是 符号 处 理 系统 的 一 个 重要 功能 。MACSYMA,， Mathematica 
等 系统 中 就 有 功能 较 强 的 求解 常 微分 方程 的 程序 包 。 目 前 这 方面 的 应 用 已 取得 很 大 的 进展 。 
一 般 常 微分 方程 手册 上 的 方程 绝 大 部 分 都 能 用 符号 处 理 系统 求解 。 

(8) 求 极 限 和 泰勒 级 数 展开 。 很 多 符号 处理 系统 都 具有 求 极限 各 做 秦 勒 级 数 殿 开 的 计 
算 功 能 。 系 统 求 极 限时 会 自动 应 用 洛 必 达 法 则 的 技术 。 在 求 泰勒 级 数 展开 时 ， 可 以 根据 用 户 
要 求 给 出 在 某 点 的 泰勒 级 数 展开 的 前 几 项 表示 式 。 

(9) 非 对 易 量 的 计算 。 符 号 处 理 系统 不 仅 可 以 处 理 对 易 量 的 计算 ， 也 可 以 处 理 非 对 易 
量 的 计算 .因而 它 可 以 进行 量子 力学 、 量 子 场 论 中 算 符 的 和 运算， 定义 各 种 代数 运算 规则 。 例 
如 高 能 物理 计算 中 常用 到 的 y 和 矩阵， 实际 上 就 是 克利 福 德 (Clifford) 代 数 运算 。 这 些 非 对 易 量 
的 运算 规则 是 十 分 明确 的 ， 因 而 用 符号 处 理 系统 来 处 理 是 容易 实现 的 。 目 前 在 MACSYMA， 
REDUCE 等 符号 处 理 系统 中 均 有 处 理 y 矩阵 运算 的 程序 包 。 在 Mathematica 系统 下 世 已 经 发 
展 出 许多 处 理 y 窍 阵 运算 的 用 户 程序 包 。 
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7.3 Mathematica 语言 编程 


Mathematica 是 美国 Wolfram 研究 公司 开发 的 功能 强大 的 计算 机 符号 处 理 系 统 。 它 是 集 
符号 代数 运算 、 任 意 精 度 的 数 仁 计算 和 和 图形 显示 功能 于 -一 身 的 集成 化 系统 。Mathematica 系 
统 还 是 一 个 功能 较 强 的 程序 设计 诸 音 ， 因 而 它 的 程序 功能 也 很 容易 扩充 。 它 的 某 本 系统 二 时 
是 由 七 语言 编 写 的 ， 因 而 比较 容易 移植 到 各 种 计算 机 和 运行 环境 上。 例如 在 SUN 工作 站 ， 
DEC LE. IBM R-600 和 SGI 工作 站 上 都 可 以 运行 该 系统 。 在 微机 上 可 以 川 MS-DOS 和 
MS-Window 下 的 Mathematica 版 本， 

Mathematica 系统 可 以 在 交互 式 的 状态 个 运行 。 大 们 可 以 将 它 作为 - -个 两 级 计算 器 ， 道 
过 用 户 与 系统 之 问 信 息 和 数据 的 实 流 完成 计算 工作 ， 也 可 以 用 批 处 旭 的 方式 运行 较 人 地 的 程 
序 和 程序 包 。 作 为 一 种 计算 机 语言 ， 它 对 于 各 种 数 、 变 基 、 冰 数 、 代 数 表 达 式 和 请 介 部 有 比 
Ser he A BE SK URGE. AX Mathematica 系统 的 这 些 沾 示 规 划 ， 可 以 参 泛 文献 [1]、|2] 及 附 
录 E。 本 节 将 仅 介 绍 利用 Mathematica 语言 编程 的 知识 。 

对 于 一 个 复杂 的 计算 过 程 ， 用 户 需要 知道 在 程序 设计 中 如 何 运 用 Mathematica MYT 2H! 


则 来 构架 计算 的 控制 结构 ， 运 算 规 则 的 定义 ， 以 及 在 需要 时 如 何 将 常用 的 函数 和 过 程 做 成 各 
Fa. 
一 、 过 程 


Mathematica 系统 中 以 不 同和 参量 重复 使 用 一 个 取 了 名 字 的 读 介 ， 玻 者 为 - -个 算 符 定义 完 
整 的 计算 过 程 ， 这 都 是 很 有 用 的 做 法 。Mathematica 系统 的 “过 各 ”就 是 起 这 种 作用 的 ， 它 
是 在 程序 中 的 基本 结构 之 一 - 它 的 作用 与 数值 计算 中 的 FORTRAN if 2549 AO PEF (Function 
和 Subroutine) 相似 。 过 程 一 般 采 用 模块 (Module) 的 结构 ; 

ModuIe[{< 局 部 变量 名 表 >}, 表 达 式 1; 表达 式 2，.… 表 达 式 口 
在 Module 中 的 {< 局 部 变量 名 表 >} 是 用 于 说 角 零 个 或 多 个 局 部 变量 。 在 这 个 变量 表 中 的 局 部 
变量 ， 仅 仅 在 Module 结构 内 部 被 操作 而 不 会 影响 结构 外 的 同名 变量 。Module 中 表达 式 位 置 
是 用 一 系列 用 分 号 分 隔 开 来 的 复 人 台 表 达 式 。 在 运行 时 程序 顺序 执行 各 个 表达 式 ， 而 最 后 - -个 
表达 式 则 给 出 整个 复合 表达 式 的 结果 。 

利用 Module 可 以 定义 一 个 函数 规则)， 其 一 般 形式 为 : 

< 前 数 名 >[< 变 量 名 表 >]:=Moduje[{< 局 部 变量 名 表 >}, 表 达 式 1, 表达 式 2，... 表 达 式 n] 
< 变量 名 表 > 是 调用 过 程 计算 时 必须 输入 的 人 参量。 例如: 
unit[X_, y_, 2_] := Module[ {len}, len = Sqrt[x*2 + y*2 + 242]; 
Niixflen, yen, z/len }] ] 

在 上 面 定 义 的 函数 unit 中 ， 有 三 个 宗 量 ， 分 别 表示 一 个 三 绯 矢量 在 xm y, z 坐标 铀 上 的 三 个 分 
RAD. ARBRE len 为 该 三 维 矢 量 的 长 诬 。 当 使 用 模块 时 ， 第 一 个 表达 式 给 出 该 局 部 变量 
的 值 或 表示 式 。 模 块 运行 返回 一 个 表达 式 变 的 结果 。 表 内 列 出 该 归 一 化 后 的 矢量 在 x y, z 三 
个 坐标 轴 . 上 的 投影 长 度 。 

在 数学 运算 中 ， 有 时 要 求 变 量 在 模块 中 是 全 局 变量 ， 而 变量 值 有 时 是 局 部 的 。Biock 的 
结构 正 可 以 满足 这 种 要 求 。 其 一 般 形 式 为 : 
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ee i i- 


Block[{< 局 部 变 基 名 表 >}, 表 达 式 1, AIA 2, ... 表 达 式 n) 

Block 中 的 表示 与 Medule 中 的 完全 一 致 。 但 旦 进入 Block 时 ， 局 部 变量 名 志 中 己 说 明 的 变 
量 的 当前 值 实际 上 被 压 进 一 个 栈 ， 当 这 个 Block 终止 时 ， 变 芋 的 原始 值 又 再 从 栈 中 恢复 。 一 
AAPA BME Module 结构 ， 因 为 Module 的 内 部 结构 优 于 Blocks {EE Mathematica 1.2 
版 本 中 只 有 Block 结构 ,而 没有 Module 结构 ,只 有 在 Mathematica 2.0 以 上 版 本 中 才 有 Module 

二 、 控 制 选择 

在 继 程 中 往往 不 能 简单 地 将 Mathematica 语言 中 的 功能 性 指令 结合 到 一 块 来 进行 复杂 计 
算 。 为 此 Mathematica 系统 提供 了 一 套 描述 计算 丁 作 如 人 箱 进 行 的 语言 结构 ， 以 表述 如 何 控制 
计算 工作 的 顺序 进行 。 这 些 语 言 结构 包括 顺序 、 条 件 、 循 环 、 非 正常 和 非 局 部 的 控制 转移 等 

1. 顺序 控制 

Mathematica 系统 中 的 顺序 控制 结构 是 在 若干 个 子 表达 式 之 问 以 分 号 分 隔 的 符合 表达 
式 。 其 结尾 一 般 应 当 没 有 分 号 。 如 果 用 户 在 结尾 加 上 分 号 ， 册 系统 自动 地 在 该 复合 表达 式 的 
结尾 加 上 一 个 Nul。 当 然 对 Null 计算 得 到 的 结果 就 是 它 自 己 。 如 同 在 Mudule 或 Block 中 由 
个 表达 式 构成 符合 表达 式 的 情况 一 样 ， 整 个 复合 表达 式 计算 出 来 的 结果 应 当 是 顺序 计算 每 
个 了 表达 式 后 ， 由 最 后 -个 表达 式 得 到 的 值 作 为 复合 表达 式 计算 所 得 的 值 。 而 住 中 间 的 子 家 
达 式 计算 出 的 值 并 不 直接 显示 。 

2， 和 条件 控 制 


般 计算 机 语言 所 应 当 具 备 的 。 这 样 程序 才能 判断 在 满足 不 同 条 件 的 情况 上 应 当做 什么 样 的 
不 同 计算 。 
FERA. f 结构 与 其 他 程序 设计 语音 的 条 件 控制 语句 结 构 相 羽 。 它 是 由 If 语句 中 
的 逻辑 判断 表达 式 的 计算 结果 来 决定 程序 执行 的 走向 。 焉 语 多 有 三 种 表述 形式 : 
I 任 迪 辑 表达 式 ， 表 达 式 ] 
AA SIS RAMA Troe 时 ， 对 宗 量 中 的 表达 式 求 值 ， 将 它 的 值 作 为 整个 结构 的 
E. 当 还 和 缉 表 达 式 的 值 为 False 和 “ 韭 Tme SE Fatse” 时 《通常 是 无 法 判定 时 )， 结 条 为 Nul, 
MARAA. AIAN L ZIER 2] 
当 遇 辑 表达 式 的 计算 值 为 True 时 ， 将 表达 式 1 的 计算 值 作为 整个 结构 的 值 ， 当 处 辑 表 达 式 
的 计算 值 为 False 时 ， 将 表达 式 2 的 值 作 为 该 语句 的 值 。 
HEH AAT, FIAT 1， 表 达 式 2， 表 达 式 3] 
当 逻 辑 表达 式 的 计算 值 为 True 时 ， 将 表达 式 1 的 计算 值 作 为 整个 结构 的 值 ， 当 逻辑 表达 式 
的 计算 值 为 False 时 , 将 表达 式 2 的 值 作为 该 语句 的 值 ; IB IA A A“ {E True SE False” 
时 ， 将 表达 式 3 的 值 作为 该 语句 的 值 。 含有 E 语句 的 表达 式 在 编程 中 十 分 有 用 。 采 用 它 可 
以 构成 很 复杂 的 变量 间 的 依 藏 关系。 例如 : 
fix] := If[(x > 0) Il (x=0) , N[Sqrt[x]], Print[*x is negative, ”], 
Print[“x is not numerical.”] 
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得 的 值 ， 若 x* 为 小 于 零 的 数 ， 则 显示 “x is negative. "; 2 x YAW, WER is not 
numerical.” a 
Which 语句 结构 。 它 的 一 般 形 式 为 : 
Which[ 条 忻 1， 表 达 式 1， 条 什 2， 表 达 式 2，...， 条 件 n， 表 达 式 n] 
运行 该 语句 时 ， 依 次 计算 每 一 个 条 件 的 值 ， 当 计算 第 一 个 求 出 值 为 True 的 条 件 时 ， 求 该 条 件 
对 应 的 表达 式 值 为 整个 结构 的 值 。 若 所 有 条 件 都 得 到 False 值 ， 则 结构 的 值 为 Null。 如 果 有 一 
信条 件 不 能 求 出 逻辑 值 ， 则 与 过 语句 类 似 ， 整 个 结构 以 本 求 值 的 形式 为 结果 。 示 例 : 
Which[ 2= =3,x,3= =3,y ] 
其 结果 为 y。 这 是 由 于 条 件 2==3 的 结果 为 False, 而 条 件 3==3 的 结果 为 True. 
Switch HAM. ERIM: 

Switch[ 判 别 表 达 式 ， 模 式 1， 表 达 式 1， 横 式 2， 表 达 式 2，.…， 模式 n， 表 达 式 可 
首先 求 判别 表达 式 ， 将 结果 顺序 与 模式 1， 模 式 2，...…. 进行 比较 ， 过 到 第 一 个 与 判别 表达 式 
匹配 的 模式 时 ， 其 对 应 的 表达 式 的 值 为 整个 结构 的 值 。 如 果 没 有 与 判别 表达 式 匹 配 的 模式 ， 
则 整个 语句 的 结果 为 Null。 示 例 : 

i=l 
Switch[i*2,0,x, 1,y,2,2] 
最 后 结果 为 y。 
3， 循 环 控 制 
在 程序 中 往往 需要 重复 地 做 一 些 类 似 的 计算 来 完成 一 些 计算 任务 。 例如， 对 一 组 同一 
物理 量 的 测量 数据 的 逐个 计算 处 理 。 在 各 种 程序 设计 语言 中 均 提 供 了 重复 执行 的 循环 控制 语 
fje Æ Mathematica 中 提供 了 过 种 循环 语句 : 
Do 语句 结构 。 其 一 般 形式 为 : 
Do[ 表 达 式 ，{ 循 环 描述 ]] 
其 中 循环 计算 的 表达 式 由 一 个 或 多 个 予 表 达 式 组 成 ， 子 表达 式 间 用 分 号 来 分 了 哎 。 循 环 描述 给 
出 循环 的 范围 和 次 数 ， 表 述 形 式 可 以 为 人 j=n0,n1,n2],{j=n0,n1} 和 1{n0}。 第 一 种 形式 表示 循环 
变量 j 从 n0 到 n1， 每 次 增加 步 长 为 n2;， 第 二 种 表示 的 步 长 为 1， 可 省 略 不 写 ， 第 三 种 表示 对 表 
达 式 循环 计算 n0 次 。 例 如 : 
Dof Print[2*i], {i,1,5} ] 
该 指令 的 结果 是 循环 打印 出 2 (i=1,2,3,4,5) 的 值 2，4，8，16，32。 
For 语句 结构 。 它 的 一 般 形式 为 : 

For[ 初 始 表 达 式 ， 条 件 ， 步 进 表 达 式 ， 循 环 表 达 式 ] 

在 调用 For 的 循环 结构 时 ， 首 先 求 初始 表 达 式 的 值 ， 然 后 进入 循环 ， 依 议 求 条 件 ， 步 进 表 达 式 ， 
循环 表达 式 的 值 ， 每 次 循环 计算 的 循环 表达 式 的 值 即 为 该 循环 结构 的 值 。 当 对 条 件 求 值 不 能 
得 到 True 时 ， 立 即 结束 整个 For 结 构 ， 最 后 结果 的 值 为 Null。 例 如 : 
For[ i=0,i<=10,++1,Print[i] ] 

该 指令 开始 置 i 的 值 为 零 ， 在 满足 i 社 10 的 条 件 下 ,循环 打 印 出 i 的 值 ， 每 次 打印 后 将 i 的 值 
再 加 上 1。 即 得 到 打印 出 的 i 值 为 0，1，2，3, 4. 5, 6 7, 8, 9, 10. 

While 语句 结构 。 它 的 一 般 形式 为 : 

While[ 条 件 ， 循 环 表 达 式 ] 
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运行 该 循环 结构 ， 当 对 条 件 求 值 为 True 时， 计算 循环 表达 式 的 值 ， 的 后 返回 求 条 件 的 值 和 循 
环 表 达 式 的 值 ， 直 到 条 件 的 值 为 False 时 循环 停止 。 当 条 件 为 非 Trmue 或 非 False 时 ， 该 结构 不 作 
EAR. HEN: 
i=0 
While[ i<=10,Printfi];i++ ] 
这 两 个 指令 最 后 的 结果 与 上 面 For 指 令 的 例子 相同 。 
4， 程 序 包 结构 
一 般 的 程序 包 具 有 如 下 的 基本 框架 
BeginPackagef 程 序 包 名 称 "] 
和 名字 :usage=“ 字 符 串 ， 程 序 包 中 定义 在 包 外 可 以 使 用 的 玉 数 、 变 量 等 的 名 字 和 使 
用 说 明 。” 


Begini“ ‘Private ”j 

TAE. (A Aa AR EB E PR ee) 
End{] 

EndPackagef] 


ABP a SEBS Le — L,Y PRR EA a, RES 
成 一 个 整体 。 它 将 程序 包 内 部 的 函数 、 变 量 等 与 外 部 隔离 开 来 ， 同 时 给 出 一 个 清晰 的 界面 把 
程序 包 内 的 函数 变量 保护 起 来 。 这 种 程序 包 结 徇 又 往往 作为 一 个 文件 存放 ， 要 使 用 时 再 将 该 
文件 读 进 Mathematica 系统 ， 则 有 关 的 函数 就 可 以 调用 了 ， 并 且 程 序 包 头 部 的 函数 、 变 量 等 
的 使 用 说 明 字符 上 串 ， 也 可 以 供用 户 用 问号 来 查询 函数 名 及 其 使 用 说 明 。 

与 Moduie 结构 比较 ， 程 序 包 结 构 可 以 保证 安全 地 使 用 各 种 浮 数 和 变量 名 称 ， 而 不 必 顾 
鼠 与 别人 或 自己 以 往 编写 的 程序 中 的 国 数 和 变量 名 冲突 。 这 是 申 放 程序 包 结构 所 独 有 的 隔离 
包装 机 制 。 这 个 机 制 类 似 于 在 数值 计算 语言 Fortran 中 的 子 程序 Subroutine 和 Function 中 的 
情况 。 在 Fortran 的 子 程序 中 凡 未 出 现在 被 调用 子 程序 的 宗 量 或 COMMON 块 中 的 变量 或 函 
数 名 是 与 该 子 程序 外 隔离 开 来 的 。 
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第 八 革 Mathematica 在 理论 物理 
中 的 应 用 举例 


科学 家 和 工程 技术 人 员 在 日常 工作 中 会 过 到 复杂 的 数学 计算 问题 。 特 列 臣 在 要 检验 计算 
结果 的 正确 性 和 计算 各 种 理论 模型 以 预测 新 的 实验 现象 的 时 候 ， 大 和 们 往往 各 要 反复 地 进行 大 
量 的 、 耗 时 费力 的 计算 。 上 尽管 在 当今 的 计算 机 时 代 ， 我 们 述 没 有 完全 放弃 使 用 纸 和 笔 来 进行 
计算 工作 ， 但 是 实际 上 采用 类 似 像 Mathematica 这 样 的 计算 机 符号 处 理 程 序 忆 经 给 我 们 的 工 
{PATNA RT th. Mathematica 不 仅 支 持 通 常 的 数值 计算 ， 而 瑟 还 能 够 使 人 们 用 计算 机 做 
精确 的 解析 计算 。 今天 , 我 们 一 旦 知道 了 物理 现象 的 理论 模型 和 原理 , 就 可 以 用 Mathematica 
将 它们 中 的 所 在 关系 解析 或 数值 计算 出 来 ， 并 将 结果 用 图 形 显 未 。 利 用 Mathematica 系统 可 
以 使 需要 数 天 的 手工 计算 缩短 到 几 分 钟 、 几 秒 钟 就 完成 了 ,对 于 计算 结果 的 检验 也 可 以 在 几 
ee Asch. IRCA CRT LBA LN, HERRA RSE 

在 本 章 中 ， 我 们 将 给 出 以 Mathematica 系统 为 工具 来 解决 物理 学 问题 的 例 了 。 其 目的 是 
要 显 小 出 Mathematica 在 物理 学 研究 中 的 重要 性 。 在 这 里 我 们 并 不 详细 进行 Mathematica if 
育 的 语法 描述 ， 而 只 是 举 出 运用 该 语言 的 范例 。 例 子 中 涉及 怎样 用 这 个 现代 工具 来 解决 物理 
学 中 基 些 新 老 量 子 力 学 问题 。 这 些 例 子 将 表明 Mathematica 系统 在 物理 学 或 数学 上 、 在 推导 
各 种 问题 的 结果 四 是 非常 有 用 的 。 


8.1 粒子 在 中 心力 场 中 的 运动 问题 


在 自然 界 中 ， 我 们 常常 会 遇 到 物体 在 中 心力 场 中 运动 的 问题 。 这 类 问题 的 重要 性 反映 在 
宏观 和 微观 的 物理 研究 中 。 例 如 在 天 体 物 理 中 行星 在 宁 宙 中 的 运动 : 在 景 子 力学 中 的 电子 在 
原子 核 库 仓 场 小 运动 的 研究 ， 在 核 力作 用 下 的 原子 核 结构 的 研究 …… 等 等 。 因 而 在 小 心力 场 
作用 下 的 运动 学 问题 就 占有 特别 重要 的 地 位 。 上 面 我 们 将 把 电子 在 原子 核 的 库仑 场 作用 下 的 
运动 分 析 作 为 一 例 ， 来 表现 Mathematica 的 运用 。 

设 电子 与 原子 核 的 约 化 质量 为 《由 于 原子 核 质 量 M 远大 于 电子 的 质量 mm ， 


m 


因而 上 = m, D BORDERS Pb A RE V-Z., MER 
rY 


22 252 
A=" Pl ve ave (8.1.1) 
2u 2u 


Hor URE SR ee A ANEA. APA DPR RE, RIE ES 
方程 写 为 在 球 坐 标 中 的 表示 
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gr NE EA 


# Jafa 1 ðf. 2 1 3 _(E-v« 9 (8.1.2) 
2r? a IE ae [sine | save ag? eon- Wee.0) 


和 动量 算 符 的 定义 为 ;天 = 驶 x 访 。 可 以 证 明 [ 忆 应]=0 ， 所 以 角 动 量 志 是 守恒 量 ， 即 在 中 心 
力 场 中 运动 粒子 的 一 个 重要 特征 是 角 动量 守恒 。 由 此 可 以 得 到 产 〈 角 动 景 的 平方 ) 也 是 守 
人 恒基。 在 求解 中 心力 场 作用 下 粒子 的 能 量 本 征 方程 时 ，( 疗 , 产 , 忆 ) 构 成 对 易 算 符 的 一 个 完全 
集 ， 因 而 选择 它们 为 力学 量 完全 集 是 很 方便 的 。 相 应 的 本 征 值 问题 的 解 就 完全 决定 了 系统 的 
特性 。 在 这 时 我 们 将 运用 角 动 量 守恒 的 性 质 ， 将 三 维 的 鞭 定 请 方 程 的 求解 化 为 一 维 的 微分 方 
程 求解 。 利 用 公式 


azyl If E (8.1.3) 
r? jar or} he 
HPE BA fash ee A] Da A 
六 了 __ 3 1 a 四 d 1 a? _ 3. 1 .十 
E =A laa ag [sino 上 sin’ @ a 
苹 定 调 方 程 (8.1.2) 则 可 以 写 为 
X jaf) Ë -IE 8.1.5 


HAR y(r.6.¢) Sie (-r/25A0 50/2) MAp (0< psa) 的 关联 是 由 算 符 
EPA, REA. RL ES PA BK y(r,6,0) TURE RW 


wr, 6,9) = Rr \¥(6,p) = Rr oele) (8.1.6) 
L 在 球 坐 标 系 中 可 以 表示 为 ， 忆 ~ mo 该 算 符 的 本 征 值 由 求解 本 征 方程 
? 


500) = L.A) (8.1.7) 
来 得 到 。 方 程 (8.1.7) 的 解 为 
PP)= Ac Pi {8.1.8) 


HF (8.1.8) 式 所 示 波 函 数 解 必须 唯一 确定 ， 因 而 它 也 必定 满足 条 件 : Po) = 02x +o). 
并 且 骨 动 景 算 符 关 的 本 征 值 应 当 是 离散 的 ， 其 本 征 值 表示 为 : L,=mh. (mn =0,41,42....). 
由 本 征 波 函 数 的 归 一 化 条 件 ， 方 程 (8.1.7) 归 一 化 的 解 可 以 写 为 


1 . 
p = me 8.1.9 
(p) Boe (8.1.9) 
类 似 地 ， HAS SEAR— AMETI, RAEAN: 


af. nð 1 
EYO, 9) = -ñ 8 Y = LY, (8.1.10) 
@.9)= {oo 56 [sn las in? 2o? + Ep) @.9) 
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Fy ¥E (8.1.10) HOF ERRERA Y, SR ATE = + A? GF PB.1.10)' A 


1 d a 1 ə 
3al. 36 = (8.1.11) 
tno 30 ("35 h < Br i+th)y (8,9)=0 
骨 动 量 算 符 户 作用 在 球 谐 消 数 了 上 的 本 征 值 由 角 量子 数 7 二 0,1,2,... 决定 。 对 应 于 确定 的 


PTMI, PND 的 本 征 什 则 为 10 + DRY. NNE REF Bem SURES BASU SNARE z 8 lfe 
投影 ， 它 的 取 值 范围 为 ，pmr = 0,+1,+2,...,+7 。 这 就 是 说 ， 对 确定 的 角 动 量 量 子 数 ! ， 应 当 有 
27 +1 AKER Y, p o AR A ENIRI, 球 谐 函数 的 完整 表达 式 为 


nne Oit pe (cos@)e™” (8.1.12) 


其 中 P" (xX) 为 1 阶 的 第 m 个 伴随 勒 让 德 函 数 。 如 果 磁 量 子 数 为 负 时 ( -jm )， 其 球 谐 函数 满 
足 如 下 关系 式 
Gm). 


("i 
Y, 1 0.9) = C1) Capa) ein 8-9) (8.1.13) 


GR, RY, 。 也 是 算 符 雹 .的 本 征 函数 。 容 易 证 明 类 似 (8.1.7) 式 ， 球 谐 函数 也 ,满足 ， 
(3.1.14) 


因而 球 谐 函数 忒 。 既 是 角 动 量 算 符 平方 居 的 本 征 函 数 ， 也 是 角 动 量 算 符 的 z OL 的 本 征 
函数 。 在 Mathematica 中 球 谐 函 数 表 示 为 SphericalHarmenicY[。 勒 让 德 多 项 式 表示 为 
LegendreP[]. 

ECLOG SOLA BE EIS 7 FE(8.1.2), AAR KEHE Sh BA a ak PB 
薛 定 户 方 程 ， 可 以 得 到 本 征 波 函 数 w(r,6,9) 表 示 中 的 径 向 部 分 并 ( 六 应 当 满足 的 方程 。 


dR 2dR jj 20 Ze] ee | 8.1.15 
Taa, fufa, z] z R=0 (8.1.15) 


之 为 原子 核 所 带 正 电荷 数 。 对 于 氢 原 子 Z =1， 而 类 和 氨 原 子 《 He!,Lit+, Bejt.. 等)， 


Z z#1。 下 而 我 们 以 氨 原 子 为 例 进 行 分 析 。 定 义 波 尔 半径 mw = -和 5.20% 10m 为 长 度 单 
m€ 
2 4 
位 , 即 p=r/ao; BAUR BYR MAR E = 一 一 = 13.5eV 为 能 最 单位 , Be = E/E, ; 
0 : 
定义 径 向 消 数 Rp)= wu(p)/p。 这 时 方程 (8.1.15) 写 为 
du(p) ler 2Z -Plam =0 ) = (8.1.16) 
de” p p 


能 量 E 的 值 是 由 方程 (8.1.16) 的 本 征 值 和 本 征 通 数 决定 的 。 
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TT a EE ee ep OPP ER Riri h T5- -~ 


我 们 考 炭 稳定 状态 〈 束 缚 态 )， 即 E<0 的 状态 。 分 析 表 明 函 数 up) 可 以 表示 为 多 项 式 
或 者 指数 形式 。 为 了 找 出 ulo) 的 近似 式 ， 我 们 通过 考察 它 在 7 一 0 和 一 ce 时 的 极限 行 ， 
为 ， 发 现 由 波 函 数 的 双 正 性 条 件 要 求 上 述 两 种 表达 方式 下 都 可 以 推出 


u(p)= pe” fip) (8.1.17) 
将 (8.1.17) 式 代入 (8.1.16) 后 ， 求 解 得 到 超 几何 函数 1 F, ) 珍 式 的 解 。 


nozanin- zzp] (8.1.18) 
Y 
其 中 y= -ee 。 现 在 我 们 由 式 (8.1.17) 得 到 电子 在 库仑 势 中 的 波 函 数 的 径 向 部 分 为 
RP= Napier" R i+- 21+ 2; Zp) (8.2.19) 
n 
由 于 归 一 化 条 件 的 要 求 ，(8.1.13) 的 级 数 表 示 必 须 只 有 有 限 项 。 这 个 限制 就 给 出 了 能 量 的 值 
“= i] (n, =0,1,2,...) (8.1.20) 
7 
由 此 我 们 得 到 
2 Z (8.1.21) 
n,titl n 
hy Ale 的 定义 ， 则 
_ BZ Be (8.1.22) 
(a, +1417 n? 


其 中 于 为 主 量子 数 (aa =12) 。 它 是 由 径 向 量子 数 站 (na = 012,..) 和 轨道 角 动 量 量子 数 
站 =042,.. 决定 的 。 在 这 里 我 们 引入 一 组 称 为 “ 拉 盖 尔 (Laguerre) 儿 项 式 ” 的 特殊 正 交 多 项 
RIVO, pee KS vist HEN 
k 
{x)= $C yp oje 7 
相应 的 归 一 化 为 
fee? op oP OV = HE 
超 几 何 函 数 与 拉 益 尔 多 项 式 间 有 如 下 关系 式 


_I(n+a+l) 
anri +a) 


这 样 电子 在 库 仓 势 中 的 波 函数 的 径 向 部 分 的 解 也 可 以 写 为 


LEO (x) Anathix) 


R(p)= Ni ple SP "TY (Z p | (8.1.23) 
it 
2G] BB oP i PH (8.1.23) Se eR SR PE LARR. FAR 
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2 
Wm (Pp, @, P) = Nupe% n| 十 1 一 m 2+2; 22 P Pi (0,9) (8.1.24) 
nn 


在 (8.1.19) 和 (8.1.24) 式 中 的 归 一 化 常数 为 


yD 2 (8.1.25) 
m (2641 tY2ne -tn 


在 Mathematica A A p fy aR & USK Ae Ay LaguerreL{): Bi JL ew rO 表述 为 
HypergeometriciFif}. PROWESS Coulombpm 提供 了 电子 在 类 和气 原子 库仑 势 中 的 本 征 波 
薄 数 ， 以 及 该 波 户 数 储 球 此 标 下 的 径 向 部 分 和 角度 关联 部 分 的 表示 。 本 征 波 函 数 、 径 向 波 函 
数 部 分 和 角度 关联 波 函 数 部 分 分 曾 用 Mathematica 函数 定义 为 WaveF[],WaveR[] 和 WaveA[]. 
它们 的 数学 表示 分 别 来 自 公 式 (8.1.24),(8.1.19) 和 (8.1.12)。 它 们 用 Mathematica V3.0 语言 的 定 
SRF: 


Mathematica Package file Coulombp.m 


一 一 一 一 一 一 -一 -一 一 一 一 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 光一 一 一 一 一 一 : 


BeginPackage["CoulombPotential’"] 
Clear[WaveFk, WaveR, WaveA];: 


WaveF::usage = "WaveF[Z_, r_, theta, phi, n, l, m Jit ROPER CH PATE BMH 
aR. ZAR SRR, r 为 电子 到 中 心 势 原点 的 距离 ，theta 和 phi ARAB PRT HIE, 
n,1 和 和 m 为 能 量 和 胃 动 量 算 符 的 量子 数 。" 
WaveR::usage = "WaveR[Z ro no 1] 计算 电子 在 库仑 势 沾 的 本 征 波 函 数 径 向 部 分 的 表示 。 
ZAR PR tre, 为 电子 到 中 心 势 原点 的 距离 ，n 和 1 为 能 量 和 角 动 量 算 符 的 量子 数 。" 
WaveA:usage = "WaveAltheta_, phi_, 1 , m_i 计 算 电 子 在 库仑 势 中 本 征 波 函 数 的 骨 度 关联 部 分 
表示 。theta 和 phi 为 球 坐 标 中 的 角度 ，] 和 m 表示 角 动 量 算 符 的 量子 数 。" 

(* --- 定义 公共 变量 --- *) 


riusage 
n:susage 

l::usage 

m::usage 
theta::usage 
phi::usage 
Begin" Private’"] 


E --- 产生 库仑 势 中 波 函 数 的 径 向 部 分 --- *) * 
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a rr 


WaveR[Z_, r, n, 1] -= 
Module[{unit, tmp}, 
(* --- 归 一 化 常数 --- *) 
unit = (Sqrt[ + DQ n M—1— DO D+ 3/2) A2 1+ D's 
(* --- 产生 波 函 数 径 向 部 分 的 定义 --- *) 
tmp = unit rd Exp[-((Z rn) HypergeometricIF1(]+1—n,214+2,2Zrj] 
] 


C 产生 库 仓 势 中 本 征 波 函数 的 角度 相关 部 分 --- *) 


WaveAftheta_, phi_, 1, m_} := 
Module! {tmp}, 
tmp = SphericalHarmonicY[l, m, theta, phi] 


j 
C- PPE RS ER A ERA 一 *) 


WaveF[Z_,r_, theta_, phi, n_, 1, m_] := 
Module[{tmp}, 
tmp = WaveR[Z, r, n, l] WaveA[theta, phi, 1, m] 
l 
End[i 
EndPackage[] 


当 我 们 需要 对 电子 在 原子 核 的 库仑 势 中 的 本 征 波 函 数 习 性 进行 分 析 时 ， 我 们 可 以 首先 调 
入 程序 包 Coulombp.m， 然 后 调用 程序 包 中 定义 的 函数 。 例 如 通过 运行 下 面 的 指令 : 


<< Coulombp.m 

Piot(WaveR([L,r, 1,0], WaveR(1,r,2,0), WaveR[] ,r,3,0), WaveR[1,r,4,01, 
{r,0,35 }, AxesLabel->"r"","u" Prolog->Thickness[0.001]] 

Plot[Abs[WaveA [theta,Pi/2,?, 1]]*2, 
{theta,0,Pi},AxesLabel->"theta”,""Y",Prolog->Thickness[0.001]] 

Plot3 DL Abs[WaveP{ 1 r,theta,Pi/2,3,2,2}]*2, {r,0, 15 }, {theta,0,Pi},Lighting->True] 


我 们 就 产生 中 图 (8.1.4) ,(8.1.2) 和 (8.1.3)。 图 (8.1.1) AZ=1, 1=0fln =1,23,4N, Æ 

征 波 函 数 径 向 部 分 的 四 条 曲线 。 它 们 分 别 在 了 方向 有 0 1, 2, 3 个 节点 n, =n-l-10r# 

以 波 尔 半 径 为 单位 )。 图 (8.1.2) 为 mg=zA2，7=2 和 严 =1 时 ， 本 征 波 函数 荐 度 关 联 部 分 绝 

REO 7s BR AO 变化 的 曲线 。 当 9 =f/2 时 ， 儿 率 为 极 大 值 。 图 (8.1.3) Ag=n/2. n=3. 

1=2 和 jm=2 时 ， 本 征 波 函数 绝对 值 平方 随 + (以 波 尔 半径 为 单位 ) 和 极 角 9 变化 的 三 维 曲 线 。 
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ee m a- RRA im a Lt 


r 变化 范围 为 [0,15]; 6 变化 范围 为 [0, 2]. 


0.05 
0.025 


-0.025 
-0.05 
-0.075 


-0.1 
图 8.1.1 本 征 波 函 数 径 向 部 分 的 四 条 曲线 ( 当 Z =1， 1 =0 和 n=L2,3,4 时 ) 
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0.12 

0.1 
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0.06 
0.04 
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0 
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图 8.1.2 ”本 征 波 函 数 角度 关联 部 分 绝对 值 平 方 随 极 角 6 变化 的 曲线 (4@=a/2. 1= 2m = 1) 


图 8.1.3 本 征 波 函 数 绝对 值 平方 随 六 和 极 角 0 变化 的 三 维 曲线 Cp = 2/2. 1 = 2 和 m = 1 时 ) 
8.2 RAR A MH PE BE CS AR AA eR 
—. 515 


我 们 知道 大 部 分 物理 问题 是 无 法 解析 求解 的 ， 即 无 法 推导 出 一 个 紧凑 的 数学 形式 解 。 我 
们 只 能 借助 于 数值 计算 方法 为 相应 问题 寻找 一 个 近似 的 数值 结果 。 然 而 ， 这 样 的 处 理 将 面 
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临 一 个 困难 ， 那 就 是 如 何 检验 给 出 的 数值 解 结果 的 可 靠 性 ? 要 解决 这 个 问题 ， 就 要 求 我 们 在 
处 理 实际 问题 时 ， 一 开始 就 要 对 最 终结 果 有 一 个 预先 的 判断 ， 即 要 对 数值 求解 所 可 能 给 出 的 
结果 有 一 个 大 致 的 估计 。 有 具体 的 作法 是 : 首先 ， 需 要 对 输出 结果 的 量 纲 做 一 个 定性 的 分 析 ; 
其 次 ， 必 须 对 所 期 望 得 到 的 数值 量 级 大 小 做 一 个 “猜测 ”， 然后 ， 再 通过 对 这 一 “猜测 "进行 不 
断 的 改进 ， 以 获得 接近 “ 真 解 " 的 结果 。 

Mathematica 语言 具有 强大 的 数学 符号 处 理 能 力 ， 它 为 我 们 提供 了 一 个 在 计算 机 上 推导 
数学 问题 的 系统 平台 。 在 本 节 中 ， 我 们 将 演示 如 何 利 用 Mathematica 语言 系统 ， 解 析 地 推导 
非 相对 论 性 薛 定 谓 方 程 能 量 本 征 值 上 限 等 复杂 的 数学 问题 ， 并 介绍 如 何在 该 系统 下 运用 数值 
方法 来 改进 我 们 所 得 到 的 结果 1。 

首先 ， 我 们 将 介绍 如 何 掌 握 、 运 用 量 纲 (Dimension) 分 析 的 方法 ， 如 何 对 桩 定 谓 方程 
进行 量 纲 标 度 参数 化 。 在 引入 变 分 处 理 方法 后 ， 我 们 将 介绍 如 何 用 “ 笔 十 纸 ” 的 经 典 方法 、 以 
及 运用 Mathematica V3.0 和 V4.0 外 求解 苹 定 户 方 程 的 哈密 顿 量 本 征 值 上 限 ， 并 对 这 两 种 方 
法 进行 比较 。 我 们 采用 Mathematica V3.0 和 V4.0 两 个 版 本 的 程序 来 说 明 ， 是 为 了 方便 读者 
对 不 同 Mathematica 版 本 的 语言 应 用 进行 对 比 。 

Mathematica 语言 系统 具有 易于 将 计算 结果 用 图 形 表 示 出 来 的 能 力 ， 图 8.2.1 是 
Mathematica 绘制 的 氧 原子 中 电子 忆 - 波 本 征 函 数 描述 的 电子 在 x-y 平面 上 的 分 布 概率 示 
意图 。 


图 8.2.1 氨 原 子 中 电子 D- 波 函数 描述 的 在 x-y 平 面 上 的 分 布 概率 示意 图 
二 、 量 纲 分 析 


我 们 都 知道 ， 要 想 在 “厘米 。 克 “。 秒 "单位 制 下 推导 量 网 是 非常 复杂 和 困难 的 。 因 此 ， 在 

粒子 物理 研究 中 ， 通 常 采用 “自然 "单位 制 来 简化 量 纲 处 理 的 难度 ， 其 定义 为 : 
h=c=1 
及 是 量子 力学 中 的 普 朗 克 常 数 ，c 为 光速 。 我 们 将 能 够 很 方便 地 运用 “自然 "单位 制 来 描述 物 
理 量 的 量 纲 ， 如 能 量 巨 的 量 纲 。 很 显然 我 们 有 如 下 量 纲 
Dim[f#] = Dimf[c] = 1 
Dim[£r] = Dim[EJDim[rt] = Dim[#] = 1 
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FRAT ASS. BY Ta) ¢ ke 5 BE BO 


pp 
Dimi = Faq = PEY 


根据 爱 因 斯 坦 质 能 关系 《 mz A E, 为 静止 的 单 粒子 质量 和 能 量 ) 


E, — me’ 

任何 质量 mm 的 量 纲 与 能 量 量 纲 相 辣 

Dim[m] = Dim[E] 
FAT 

Dim[p] = Dim[mc] = Dim] 

任何 动量 p 的 量 网 也 与 能 量 量 岗 一 致 。 

Dim[ p] = Dim[£] 
任何 空间 坐标 x 的 量 网 可 由 下 式 得 出 

Dim{ px] = Dim[#] = 1 

WRTA HI x WEA 


Dim[x] = = Dim[£'] 


Dim p] 
RELESI. RME RE RERE DA eR eR a. EAA RIPA 
REFEREREDE HEDH., TARTERA. ERRER OERA 


faxe°@)¥G@)=1 


这 说 明 在 景 纲 上 有 

Dim’ 7] =1 
HEZ 
1 


: 2 = 
Din(¥*] Dima 


因此 可 得 ， 


Dimf] = DinfE*’*} 
BB—-TpOS, (LRN BAe AES HES y p hoat. FRY 
Bay ed TP oR, CABRERA SY. RA 
P 
很 明显 ， 在 以 上 积分 中 x 是 唯 MA ee. aTe AAi EAE po, 
和 分 结果 将 促 为 空间 坐标 zx 模 |x 1 的 函数 。 现 在 ， 我 们 来 进行 量 纲 分 析 


1 
Din{x] 


3 
Dind 2 = Dinfp] = Dini E] = 
P 


所 以 ， 积 分 正比 于 | x | 的 倒数 
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i 


fep =A 
PP Ixl 


将 拉 普 拉 斯 算 子 Laplacian》A=VY :人 作用 在 上 式 两 边 ， 我 们 能 能 很 容易 地 定 出 比例 常数 AA。 
根据 关系 


al =— 4r 8” (x) 
Ixl 


以 及 
fat =(2n) 5° (x) 
通过 拉 普 拉 斯 算 符 作 用 可 以 得 出 
3 e?* — ip 3 afa — A _ 3 
Afa pd pe =-{(2x} 5 "(x)=A = a ad! (x) 
由 此 可 得 
4n 

仅仅 通过 一 些 简 单 的 物理 讨论 和 量 网 分 析 ， ee 

jen 

= 


在 这 一 推导 中 ， 我 们 并 未 去 来 解 复杂 的 复 六 面 和 分。 遵循 以 上 的 思想 ， 我 们 将 介绍 如 何 仅 靠 
类 似 上 面 所 述 的 一 般 性 原理 和 规则 ， 来 解决 某 些 复杂 的 物理 问题 。 

=. BRERA 

OOPS, SRP EE ET AJ EAR BA Ti. 然而， 有 时 候 由 于 我 们 仅 
仅 对 能 最 本 征 值 互 与 薛 定 请 方程 引入 的 自 责 参数 之 问 的 相关 性 感 兴趣 ， 因 此 我 们 并 不 需要 
对 方程 直接 进行 求解 ， 而 仅仅 采取 类 似 于 针对 薛 定 雇 方程 的 标 度 行为 这 样 的 物理 讨论 来 获得 
我 们 所 感 兴趣 的 信息 . 

l. 标 度 行为 

PS RR Poe lve’ hh, RSM Bir 引 工 1 有 关 的 中 心力 场 势 
函数 的 情况 。 在 空间 举 标 表象 中 ， 与 时 间 无 关 的 薛 定 谤 方程 恋 示 为 


[Ft Fo- EY (x) (8.2.1) 
2u 
FD PARE FR AS AL tt pt RE SLA 


—_ Mih 


m +m, 
在 这 里 ， 我 们 引入 一 任意 选择 的 参数 KK 来 标 度 坐标 x 的 量 纲 ， 即 
xX=KO (8.2.2) 
用 关系 式 
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PA Re 


r” nn Ht 
TIRE E BS SAN TB) FB ES N E 


- 2 taor |¥ (wa) et 
2K 
方程 两 边 乘 以 2ux”， 则 有 


C Vit 2yax?™ p" P = 2 EY 


现在 ， 让 我 们 再 来 看 一 看 我 们 对 薛 定 调 方程 进行 这 种 再 标 度 的 更 深层 次 的 原因 是 什么 ? 很 显 
然 ， 我 们 可 雇 通 过 选取 适当 的 k 值 ， 使 得 方程 中 的 2ja 因 于 消失 


E itn l 
由 此 可 得 


2pa 


1 Li(24+n) 
K = | ——. 
2Ha 


(8.2.3) 
通过 对 参数 AAPA, SRE R ERAT EARE A 


Cv: +p") =eP 


(8.2.4) 
Ht e LARP EAR REN Cee. FEE, PERE 
定 谱 方 程 也 是 无 量 织 的 。 我 们 已 通过 标 度 参 数 化 处 理 ， 将 物理 从 "“ 纯 "数学 中 分 离 出 来 了 ， 这 
体现 在 下 面 的 恒 等 关 系 中 


2K ESE 
将 方程 (8.2.3) 人 代入， 我们 即 可 得 出 能 量 本 征 值 豆 与 方程 引入 参数 @ 、 上 六 和 严 的 关系 : 


3 1X24) 
E -| a | E (8.2.5) 
(24)" 
PR. FE ORE IS ARR. WREAK RRR PA 
势 函 数 对 应 的 能 量 本 征 值 互 的 物理 行为 。 


库仑 势 和 =- 的 情况 下 ， 由 公式 (8.2.5) 得 到 


E = 2ya’e 

ASE Re AES AR AA FARE. FPA A NSS PEA 

质量 4 带 能 量 量 网 ， 所 以 能 量 本 征 值 五 必定 与 其 成 正比 。 然 而 ， 我 们 无 法 通过 景 岗 分 析 推 

导出 能 量 本 征 值 瓦 与 耦合 常数 4 (精细 结构 常数 ) 之 间 的 关系 。 
线性 势 (n = 了 的 情况 站， 由 公式 (8.2.5) 得 到 
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2 1/3 
E= E £ (8.2.6) 
2u 


与 库仑 势 不 同 ， 线 性 势 的 能 量 本 征 值 到 正比 十 质量 参数 上 倒数 的 13 次 方 。 
在 对 数 势 (1-0) 的 情况 下 ， 根 据 等 式 ny=lim” 一， 能 晤 本 征 值 可 以 从 n=0 时 的 公式 
Fine} fl 
(8.2.5) 得 到 


E=at 
注意 :; 此 时 能 量 本 征 值 瓦 是 与 质量 无 大 的 。 这 意味 着 甚至 在 约 化 质量 及 取 不 同 值 时 ， 激 发 
态 的 能 量 本 征 值 之 差 都 是 一 样 的 。 

在 无 需 精 确 求解 微分 方程 的 前 担 下， 我 们 找 出 了 薛 定 请 方程 能 量 本 征 值 与 其 所 引入 参 
数 的 函数 依赖 关系 。 由 此 ， 我 们 将 能 够 通过 求 能 量 比 的 方法 来 检验 数值 求解 的 准确 性 。 这 个 
比值 是 与 参数 & 无 关 的 ， 例 如 线性 势 中 有 

E, 


1 ay | 
FA 
(Sb Fike ee, RATEBEER AUE it R RARA — “A 

2， 变 分 方法 {上 界 通 近 ) 

由 于 我 们 仅仅 对 变 分 外 理 的 具体 应 用 感 兴趣 ， 因 而 这 里 我 们 不 讨论 该 方法 在 数学 上 的 
稳定 性 问题 。 本 征 值 问题 的 变 分 处 理 方法 及 其 应 用 可 参见 文献 [3],[6] 和 [7]。 在 本 节 中 我 们 只 
需 了 解 : 对 于 一 个 具有 本 征 值 五 (1,2,.. KPA. SIA-A SRD SRA MER 
eve aw, ， 通 过 计算 了 哈密 顿 算 符 在 正 交 基 凤 ,上 的 和 矩阵 元 可 以 求 出 五 的 上 限 值 Eveee 。 
对 所 得 的 本 re (AVERT RAS A 的 最 小 化 处 理 ， 即 可 使 这 一 上 限 值 逼近 能 量 本 征 值 的 “ 真 
解 "。 为 获得 径 向 波 函 数 激发 态 本 征 值 上 限 ， 必 须 对 相应 的 能 量 托 阵 ( 忆 ) ) 进 行 对 角 化 ， 具 体 
步骤 如 下 : 

(1) ARMA BIER HRE E PA) BATA < (A), (A) >= 8, - 

(2) TCR Uk PR BCR ER 的 托 阵 元 

RA =<) A (a) > 


(3) 求解 其 本 征 方程 的 根 
derle (A) ~ E°*"(2)8,] = 0 | (8.2.7) 


(4) 与 任意 选择 的 变 分 参数 4 AH era) 就 是 能 量 上 限 。 
(5) 求 使 Eeee(4) 取 最 小 值 的 参数 1 《〈 即 求解 和》， 以 改善 能 量 上 界 值 。 通 过 下 面 的 
极 值 条 件 方 程 求 出 和 ， 
age _ 
ae 
(6) H Ann RAAD MEER E, 的 最 小 土 限 ， 即 在 我 们 所 选择 希 尔 伯 特 (Hilbert) 
空 闻 的 最 小 上 限 值 


Q (8.2.8) 
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E, < Eye Ania) (8.2.9) 
以 二 方法 可 以 运用 于 不 同 的 径 向 + STB A a AL. 
3. 基态 问题 
库仑 势 函数 模型 是 基态 问题 的 典型 情况 ， 体 系 的 哈密 顿 量 闯 TDR Qe 
五 三 一 一 -一 一 (8.2.10) 


其 中 作为 电磁 精细 结构 常数 。 首先， 我 们 要 选取 一 组 合适 的 "试验 ” 波 函 数 . 这 蛙 ， 我 们 将 选 

用 氮 原 子 的 基态 本 征 波 负数 〈 当 然 也 可 以 选取 其 他 的 正 交 茶 ， 如 高 斯 函数 作为 试验 函数 )。 
Wir,Aj=Nexp{-Ar}; A =A>0, 

其 路 记 为 变 分 参数 。NN 为 归 一 化 因子 ， 它 可 以 由 下 式 确定 


2 + r3 
Í PFF =]= N? |d’ xexp{-2Ar} = Nan fr? exp{—2ar}dr =40N? ori 
ü 
上 式 计 算 中 用 到 了 如 下 公式 
|r" exp{-Arjar = most) (8.2.11) 
在 Mathematica V3.0 系统 中 路， 这 一 过 程 可 表述 为 : 
MATHEMATICA V3.0 
Ce 积分 *) 
In[1}:= Integrate[r*n Exp{-lambda r], {1,0,Infinity H 
Outf1]= If[Re[lambda] >O && Refn] > -1, Jambda*(-}-n) Gamma[I+n], p r" dr] 
e^ (lambda r) 


或 者 用 Mathematica V4.0 系统 [4] 的 指令 ， 对 应 的 计算 过 程 可 表述 为 : 


MATHEMATICA V4.0 


(* 积分 *) 
Inf1]:= j E` Yr’dr 
Out[1]= HIReln] > -1 & &Ref 4] > 0, 4?" Gamma[l + n], f eran 


这 一 输出 结果 的 含义 是 : 如 果 Re[4>0， 且 Re[nl>-1， 则 以 上 积分 的 结果 为 
Arosa), UPR 
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{;, 

0 expf Ar} 

这 意味 着 Mathematica 无 法 求解 该 问题 。 由 此 可 以 得 归 一 化 国 子 
Aye 

yr 


N 
归 一 化 的 “试验 " 波 函 数 为 


YD 
为 保险 起 见 ， 我 们 可 以 检验 一 下 关系 式 两 边 的 量 纲 。 根 据 以 前 的 讨论 ， 我 们 知道 关系 式 左 边 
EH Dime. AGT A O A ept Ar) AEN, Ar 必须 是 无 量 网 的 量 ， 即 


Dim [ar] = 1。 由 此 有 0 ajJ=— =p ， 即 
r Dina} Dim] mE] 


Dimf¥ } = Dim{E??] = Dim[A?/?] 
很 显然 ， 在 以 上 推导 中 至 少量 网 是 正确 的 。 上 面 我 们 演示 一 下 如 何 运 用 Mathematica 语言 作 
以 上 定义 和 计算 。 


MATHEMATICA V3.0 


In[2]:= psi[r_,lambda_] := Exp[-lambda r] (+ 定义 "试验" 波 函数 *) 
In[3]:= 4 Pi Integrate[r*2 psi[r,lambda]*2, {r,0,Infinity}] (© 积分 *) 


Out[3]= 4 Pi If[Re[lambda] > 0, — 1 jew" dr] 
4 lambda&  *° 


采用 Mathematica V4.0 的 对 应 计算 为 : 


MATHEMATICA V4.0 


Inf2]:= 4 下 re? dr (* 积分 *》 


= 1 -2r 2 
Qut[2]= 4x HRe > 0.275. h e rzdr] 


输出 的 含义 是 : 当 Re4>0 时 ， 计 算 结 果 为 有 /12 ,否则 ，Mathematica 无 法 求解 ， 将 返回 输入 
WR am |" ordre 完整 的 结果 应 是 ， 


2 A _ BR 
| N ae =] => vale 
下 一 步 ， 我 们 将 借助 引入 的 “试验 " 波 函 浆 求 动能 项 的 期 望 值 。 由 于 我 们 只 讨论 基态 的 能 量 本 
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EE EE A E 1 a E a a 


征 值 ， 而 对 基态 量子 数 1 = 0 ， 此 时 在 径 向 中 心力 场 势 情况 下 可 采用 拉 普 拉 斯 算 子 形式 为 


其 期 望 值 为 
fax’ (r, AJAY (7, A) = fa'a & + 二 一 ) er 


= Zan far (ra 一 2r4) er 


-apl a TO) 5, TO) 
54 k GAF ad 


saf- 


我 们 可 以 看 到 这 里 的 量 网 检验 仍然 是 正确 的 。 我 们 在 下 式 中 省 略 了 Dim.. 


SY OFER RPR? = pe _, 


-erating 


相应 的 Mathematica V3.0 计算 过 程 为 


动能 项 的 期 望 值 为 


MATHEMATICA V3.0 


In[4}:= psi(r_, lambda_] := lambda*(3/2)/Sqrt[Pi] Exp[-lambda r] 
CF Ae DE A *) 

In[5]:= g[r_, lambda_} := D{psifr,lambda], {1,2}]+2/r D[psifr,lambda], {1,1 }} 
《* 轨道 角 动 量 为 零 的 有 效 拉 普 拉 斯 算 符 *) 

In[6]:= 4 Pi Integrate[r^2 psifr,lambda] gfr,lambda], {r,0,Infinity }] (* 积 分 *)} 


Out[6]:=4 lambd¥? Yi IfRellamial> 0 bd 
4/1 
[em fer lambda” _ 2e"me "lambda rĉdr] 
Vx Jur 


相应 的 Mathematica V4.0 计算 过 程 为 
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JFF: 


(8.2.12) 


MATHEMATICA V4.0 


In[3j:= hd J= ee Ce 定义 "试验 " 波 函数 +) 


In[4]:= gf, J=—Dfwtr, ,tc2i+ 2 piw tr, ,fc 
(* ARADEA FHA AA RAIT *) 
Inf5]:= anf” r7w [r, A]g[r, AJdr 


-rhy 52 -rh 4 TZ 
Ouls5l=4.fn 3%  T]pRefX o- È, -npl 2 eux’ dr 
元 f[Re[N] > E fe r + ] 


Mathematica 表达 式 D[psi[rJambda),{rn}JWREN, Ur AREA, AK n ee. ATH 
HAX v =ar HBA 

l r(n+3) 

(aay 


aye _ a? f n+2 -2r _ à? 
[P (r,A)V (r) Y (r,à)= 24ra jdr e? == 4ra 
m 4 x 


Bp 
r'(n+3) 
(2A +3 


< V(r) >= | P C, ANG) P(r, A) = 4a? (8.2.13) 


量 纲 分 析 要 求 
V=ar > aE” > E 
aa ee a 的 量 网 为 
a7 E™ 
则 方程 (8. 2. 13) 的 量 网 也 是 正确 的 ， 即 


a > EME =E 


In(7}:= Integrate[r“(n+2) Exp[-2 lambda r],{1,0,Infinity}} ( 积分 *4 


Out{7]= If{Re[lambda] > 0 & &Re[n] > -3,27 lambda? "Gamma[3 + n], [e-em Tre] 


In[6]:= 下 r2E? dr (* 积分 *) 


Out[6]= IffRe[\] > 0 & &Re{n| > —3,2°°* x" Gamma[3+ n], f ee ar] 


结合 方程 (8.2.12) 和 (8.2.13)， 可 得 能 量 表示 为 
2 al(n+3) 
= 全 +4 (8.2.14) 
Ba) Say 
对 于 任何 4>0 的 值 ， 这 一 能 量 解 始终 是 能 量 值 * 真 解 " 的 上 界 : E SAA). Wise 
E{4 ) 取 最 小 值 的 变 分 参数 扩 值 ， 即 解 出 和, ， 就 可 以 很 容易 地 改进 这 一 能 量 上 限 ， 使 其 逼 
近 真 解 。 显 然 ，4 由 下 式 给 出 


dE (A) _ 
aa 0 
对 公式 (8.2.14) 求 偏 导 ， 可 得 


OAE) 
A u (2a atl 


求解 该 方程 得 到 
Li(n+2) 
don = ZAE] (8.2.15) 
将 这 一 结果 反 代 回 关 系 式 (8.2.14)， 即 可 得 改进 后 的 能 量 本 征 值 上 限 
161 yr anr(n4 A 2 
Esa = Emin) = 5 A ed [ + 2) (8.2.16) 


Inf{8]:= e[lambda_] := lambda*2/(2 mu) + a/2 Gammafn+3]/⁄(2 lambda)^n 
(x 定义 函数 E(4) * 
Inf{9]:= D[eflambda],lambda] 


(* 对 参数 CERRY CHEE: Dfe[lambda],{lambda,1 HARF D[eflambdal,lambdal) * 
lambda 
mu 


Neer 


Out[9]= —2'* lambda?" a n  Gamma[3+n] 


Ce 解 方 程 求 和, 六 
In{101:=Solvye[lambda/mu - 24(-1-n} a lambda*(-1-n) n Gamma[3+n]==0,lambda] 
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1 
Out{10]= {nb -> 人" a mu n Gammal3+ aps 


In{11}:= e[(2~-1-n) a mu n Gammal34n]}/2+n))] © HFE Egy) *) 
2 

outi- Qta mun Gammal3+ mpre 
2 mu 


+ 2 ma 


1 -1 
Gammal[3+ n] G a mu n Gamma[3t+ n] Pea 


(* 注意 : 指令 PowerExpand{expr] MIT) AE AK AT A FEAR ATR RIKI. RK 
Mathematica MUMRSN—PRIAM, CMA LARA PAS, BE Out[11}}. *) 
In[12}:= PowerExpand[%] 


(4-3n) 2 2 n 2 人 2-2al 2 n n 2 


Dutf12]=2 2" a n22 mn 4 *Gammal[3en]*"° +2 249° atan amu Gammal n]? 


对 应 的 Mathematica V4.0 的 程序 为 : 


MATHEMATICA Y4.0 


Inf71:= e[l] := NA2D +a2 Gammalnt 3)(2)" (* cE BR EA)” 
In[8]:= Diel à]. >] 

C* 对 参数 不 作 微分 (注意 :D[e[X],[A:1H] 等 效 于 D[efx]x]) ): *) 
ous=— -27an A” Gamma [3+n] 

(* MATER a... O 
Inf9}:= Solve[A/u-—2 "an >" Gamma[3+n] = 0, M 


1 
Out[9]= {hs >(2'"anb Gammal3 +n)” | 
In[10]:= e[((27 "anu Gammal3+n]) "nm] (* WHE.) 


FÀ 
-l-n pre ay 
Out[10}= ani amma) get ttanu Gammas nl Gamma[3+ n] 
H 


(* 注意 :指令 PowerExpand[expr] WT AERA KOT TER ABREU. % 代表 
Mathematica 输出 的 最 后 的 一 个 表达 式 ， 在 此 即 为 上 面 最 后 一 个 表达 式 ， 即 Out[11]}. *) 
In[11]:= PowerExpand[%] 
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(4-tn} 6? 2 oa 2 {-2-2n} 2 n oa 2 
Out[l1l]=2 2 aĉan? py 2a Gammaf3 +n]? +2 e a?tinp 29 24" Gammal[3+n]°* 


通过 仔细 的 比较 ，Mathematica V3.0 输出 Out[12] 和 Mathematica V4.0 输出 Out1H] 给 出 
的 结果 与 公式 (8.2.16) 是 一 致 的 。 下 面 我 们 将 (8.2.16) 式 应 用 于 一 些 典 型 的 势 函 数 上 。 
库仑 势 : 将 a = 一 和 nm =- 代入， 可 得 


可 以 看 出 ， 表 达 式 的 右边 正好 是 氮 原 子 基 态 能 量 ， 即 等 号 是 严格 成 立 的 。 显 然 ， 这 是 由 于 我 
们 恰好 选 联 气 原子 基态 波 肾 数 作为 “试验 " 波 函 数 引 来 的 。 对 于 cx = 1 和 1& = 1 情况 ， 能 量 数值 
解 为 E= 一 0.5。 这 一 处 理 的 Mathematica V3.0 表述 式 为 : 

MATHEMATICA V3.0 


In{t3):= e(lambda_,n_.a_,mu_] := lambda*2/(2 mu) +a/2 Gamma([n+3}/(2 lambda)‘n } 
(* 定义 需要 最 小 化 的 函数 +) 
In[14]:= FindMinimumfe[lambda,—1.—1.1], (lambda,0.5 }] 
(+ 以 变 分 参数 4 = 0.5 为 起 始点 ， 求 最 小 值 YD) 
Out[141= {-0.5, [lambda 一 1.} 
C 这 可 以 理解 为 4， =I. fp ee) B= -0.5*+) 
与 上 面 指令 对 应 的 Mathematica V4.0 版 本 如 下 : 
MATHEMATICAY 4.0 
In[13]:=e[A_,n_a_,Bb_]:= XIN+a2 Gammafn + 3120" 
(* 定义 需要 最 小 化 的 函数 *) 
In[14]:= FindMinimum[e[ *—1,-1,1], { 4,0.5}] 
(* 以 变 分 参数 = 0.5 为 起 始点 ， 求 最 小 值 知 
Outf14]= {-0.5, {入 > LH 
C* 这 可 以 理解 为 4 =1 时 ， 能 量 最 小 值 瑟 = -0.5*》 
BR: V= or。 将 六 = 工 代入 关系 式 (8.2.16), Bell 


3 £3 a ‘3 
sesEe=[ 引 (=) 
2 H 
将 这 一 结果 按 关 系 式 (8.2.6) 的 格式 重 写 出 来 ， 有 
343 2 tr 了 3 2 1/3 
Basia E = 24764 5 (8.2.17) 
H H 


而 基态 能 量 的 “ 真 解 ” 瓦 ,可 由 Airy 函数 [8][9] 的 第 一 个 零点 纵 出 ， 


2 1/3 
Ene = 20 | 
2p 
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ERNI eR, BT Ole BRR RILIR EE SR RE 


Evar 一 Fue = 6% 
Erwe 
由 此 我 们 在 不 具体 求解 薛 定 请 方程 的 情况 下 ， 解 析 地 推导 出 线性 势 基态 本 征 能 是 ， 其 数值 结 
果 与 “ 直 解 "有 很 好 的 近似 。 
MATHEMATICA V3.0 


In[15):= e[lambda_.n_,a_,mu_]} := lambda*2/(2 mu) +a/2 Gamma([n+3}/(2 lambda)‘n 
(* 定义 能 量 函 数 *) 
In[16):= FindMinimum[e[lambda, 1,1, 1], {lambda,0.5 H 
(* 以 变 分 参数 4 = 0.5 为 起 始点 ， 求 最 小 值 。 *) 
Out[16]= {1.96556, {lambda -> 1.14471}} 


对 应 的 Mathematica V4.0 版 本 为 : 


MATHEMATICAV4.0 


In{15):=e({ na, HLJs= 47% 4/2 Gamma(n + 3)/(2 AJ" 
(+ 定义 能 量 函 数 +) 
In[16]:= FindMinimumfe[ 4,1,1,1},{ 4,0.5}] 
(* 以 变 分 参数 4 = 0.5 为 起 始点 ， 求 最 小 值 。 *) 
Out[16]= {1.96556,{ A -> 1.14471}} 


将 于 =@=1 代 入 公式 (8.2.15).(8.2.16) 和 (8.2.17)， 可 对 以 上 结果 进行 检验 。 通 常 将 计算 结 
果 绘 图 显示 ， 有 助 于 进行 比较 。 令 24=1， 我 们 分 别 绘制 函数 吾 , .= 23381473 和 
五 一 2476422 2， 然后 借助 Mathematica V3.0 的 Show 指令 将 两 图 形 合 在 一 起 进行 比较 。 从 
这 时 开始 为 节省 篇 幅 ， 我 们 不 再 列 出 对 应 的 Mathematica V4.0 的 程序 。 


MATHEMATICA V3.0 


定义 函数 

Infi7]:= etruefa_] := 2,3381 a*(2/3) 

In[18]:= eupper[a_] := 2.4764 a4(2/3) 

Inf 19]:=plot1=Plotfetrue[a], {a,0,3}, AxesLabel->{”a","E”}, TextStyle-> { FontSlant- 


>”Italic”,FontSize->14} © H Eu (plot1) *) 
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(* AxesLabel: 定义 坐标 加 的 表述 ， TextStyle 定 尺 字 起 和 学 体 大 小 。*) 


E 


a 
0.5 1 1.5 2 2.5 3 
图 8.2.2 AAR A EL 


In[20] :=plot2=Piot[eupper[a] {a,0,3}, AxesLabel->{"a","E"},TextStyle-> 
{FontSlant ->“Italic”,FontSize->14 }] (+ Bibl E a (plot2) *) 


E 


a 
0.5 1 1.5 2 2.5 3 
图 3.2.3 ”线性 势 基态 的 秋分 上 限 能 其 五 ，， 


In[21]:= Showfplotl,plot2] (* 将 {plot1l} 与 {plot2} 合 并 绘制 *) 


th 


a 
G4 1 1.5 2 25 3 


6.2.4 MESARE RAE LR 
4, 径 向 激发 态 
上 一 节 讨 论 了 基态 的 能 量 本 征 值 问题 。 下 面 ， 我 们 将 讨论 如 何 求 解 径 向 激发 态 的 能 量 
上 限 。 这 一 求解 过 程 的 详细 介绍 可 以 参看 文献 [@。 在 这 里 我 们 将 求解 一 个 线性 势 束缚 系统 
的 基 竹 和 第 一 激发 态 能 量 , 以 演示 求解 这 类 问题 的 一 般 方法 。 首先 , 带 要 选取 一 组 正 交 基 (* 试 
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R PR). REAR, BATA EES ARTE PB 


3/2 


Ka ae, (A >0) 
- ‘ia 
而 对 于 第 一 激发 态 ， 我 们 选用 
(N=) (A>0) (8.2.18) 


WAC AS AE ERA AT SA, RATER eR BI RE. RRR T 
FTA Riker Rema, ONS. BRASH AR RE 
Se -GARAS AR GE ph BAA BEE 

(% 1%) =0 
我 们 可 以 运用 Mathematica V3.0 语言 系统 直接 检验 其 正 变 归 一 性 。 


MATHEMATICA 


In{22]:= psiOfiambda_,_] := Sqrt{lambda*3/Pi] Exp[-lambda r] 
(* 定义 基态 “实验 "函数 于，*) 
In[23]:= psil[lambda_,r_] := Sqri[lambda*3/(3 Pi)] (3-2 lambda r} Exp{-lambda r] 
(* REM AAR “SE ae RY, *) 
In[24]:= 4 Pi Integrate[r’*2 psiO(lambda,r]*2, {r,0, Infinity }] 
(* 检验 于 的 归 一 性 *) 
Out[24]:=4Pi_ 
4Pi 
Inf[25]:= 4 Pi Integrate[r*2 psil [lambda,r]*2, {1,0, Infinity }] 
(* 检验 加 的 归 性 *) 


Out[25] :=4Pi i 
4Pi 
In[26]:= 4 Pi Integrate[r*2 psio[lambdaT] psil [lambda,r], {r,0, Infinity }] 
(* RRAS, FY, 的 正 交 性 *) 
Out[26]= 4 Pi 0 
In[27]:= 4 Pi Integrate[r"2 psiO[lambda.r] a r psiOflambda,r), {r,0,Infinity }] 


(* Ete HEB a, =E tar H) *) 


Out27]= 4 Pi 3 o 
g lambda Fi 


in[28]:= 4 Pi Integratefr^? psi0[lambda,r) a r psi 1 [lambda,r], {r,0,Infinity}] 
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(+ RESIT V = Vo =l arl Y) * 


Out[28]= 4 P|- | 
8 lambda Pi 


Inf29]:= 4 Pi Integrate[r*2 psil[lambda,r] ar psil[lambda,r], {r,0,Infinity }] 
(线性 势 期 望 值 Y= 全 lari t) *) 


5 a 
8 lambda Pi 
In{30]:=iaplacepsiO[lambda_.,r_]:=D[psi0{lambda,r), {r,2 }]+2/r 
D[psiO[lambdar),r]) (© 定义 基态 波 函 数 的 拉 普 拉 斯 量 *) 
In[31]:= laplacepsilllambda_r_| := D[psil flambda,r], {1,2 }]+2/r 
D{psil [lambda,r],r] (* 定义 第 一 激发 态 男 FAS *) 
In{32]:= 4 Pi Integrate[r*2 psiO[lambda,r)(-laplacepsiO[lambda,r]/(2 mu)), 


{r,0,Infinity }] (* 动能 项 期 望 值 = AF, | - Ty) *) 
H 


Out[29]=4 Pi 


lambda * 
8 mu Pi 


Outl32]= 4 Pi 


In{33]:= 4 Pi Integrate[r*2 psiO[lambda,r] (-laplacepsi1 [lambda.r]/(2 mu)), 
{r,0,Infinity }] (* 动能 项 矩阵 元 =T = 二 | -5 he) *) 
lambda?” 


4 Sqrt[3] mu Pi 
In[34]:= 4 Pi Integrate[r*2 psi! [lambda,r] (-laplacepsil [lambda,r]/(2 mu}, 


fn0,Infinity}] C 动 能 项 期 望 值 z = Wy, | - Yie) *) 
u 


Out[33]= 4 Pi 


7 lambda? 
24 mu Pi 


Out[34]= 4 Pi 


根据 以 上 从 阵 元 定义 ， 即 可 求解 方程 (8.2.7}。 我 们 将 运用 Mathematica 语言 
数值 两 种 方式 求 能 量 本 征 值 。 


(* BERERE: *) 
In[35]:= eCOflambda_,mu_,a_} := lambda*2/(2 mu)+3 a/(2 lambda) 
In[36]:= e1 1 [lambda_,mu_,a_] := 7 Jambda*?/(6 mu)+ 5 a/(2 lambda) 
In{37]:= e10[{lambda_,mu_,a_] := lambda*2/(Sqrt[3] mu)- Sqrt[3] af(2 lambda) 
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， 分 别 以 解析 和 


In[38]:= ematrix{lambda_,mu_,a_] := { {eOO[Plambda,mu,a],e10[iambda,mu,a]}, 
{e10[Dlambda,mu,a],e11[lambda,mu,a] }} 


© EMWOHAL HI aX ARENELE, (A) 


In{39):= eeigen[lambda_,mu_,a_] := Eigenvalues[ematrix[lambda,mu,a]} 


CO MUSH. pak ARRUEK EA)” 


In[40]:= eeigen[lambda,mu.,a] C 解析 推导 本 征 值 *) 

Out[40]= {(5*lambda*4*mu + 12*a*lambda*mu’ - 2*lambda*mu*Sqrt[4*lambda*6 一 
6*a*lambda*3*mu + 9*a*2*mu*2])/(6*lambda*2*mu*2), (5*lambda*4*mu + 
[2*a*lambda*mu*?2 + 2*lambda*mu*Sqrti4*lambda‘6 - 6*a*lambda**mu + 
O*a*2*#mu*2}}/(6*lambda*2*mu*2) } 

In[41}:= FuliSimplify[%] œ 化 简 上 和 式 地 

Out[4tj= {(S*lambda‘*3 + 12*a*mu - 2*Sqri[4*lambda*6 - 6*a*lambda*3*mu + 
F¥*a*2*mu*2))/(6*lambda*mu), (5*lambda*3 + 2*(6*a*mu + 
Sqrt[4*lambda*6 - 6*a*lambda*3*mu + 9*a*2*mu"2])}(6*lambda*mu) } 

In[42]:= eeigen{!,1/2,1] 


(© ZEAH1 (GeV). H =0.5 (GeV) Ra = (GeV 条件 下 ， 数 值 求解 本 征 值 E *) 


Out[42]= {(11 - Sqrt[13]y3, (11 + Sgrt{13])/3} 
In[43]:=N[%] (© 数值 化 Mathematica 指令 N[expr] 可 求 表达 式 expr 的 数值 *) 
Out[43]= {2.46482, 4.86852} 


由 上 式 可 知 ， 能 量 本 征 什 的 变 分 上 限 分 别 为 
BppedlS) = 2.46482 GeV 
E vopex(25)=4.86852 GeV 

SORE (H Airy 函数 的 头 两 个 零点 给 出 ) 

E me(15)=2.33811 GeV 

Ee(25) = 4.08795 GeV 


对 于 基态 (以 15 表示 )， 我 们 所 得 的 变 分 上 限 值 E pper 的 相对 误差 为 


Exped 1S) — BurwellS) 
Exue(S) 
这 一 结果 比 前 面 给 出 的 6% 相对 误差 稍 好 一 些 。 由 此 可 以 看 出 ， 通 过 增加 矩阵 的 大 小 〈 此 
处 是 由 1x1 变 成 2 x 2 )， 可 以 提高 上 限 值 的 近似 程度 。 对 于 第 一 激发 态 〈 以 25 表示 )， 变 
分 上 限 值 pa 的 相对 误差 为 


= 5.4% 
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Foppe 25) — Beryl 2S) 
Enel 25) 
这 一 误差 值 稍 大 了 一 些 ， 我 们 亲 以 运用 方程 (8.2.8) 太 (8.2.9 求 改进 这 iE. Se RRR RIE 
找到 履 冲 在 所 选 的 这 组 "试验 ” 识 畏 数 二 的 能 量 本 征 估 最 小 值 。 

(ak, METTER A TE BRAS A EAB RCAC ee PB ee aT 
FEL EE AP APS. 7SS i, SFR PERE fie OSCR]. SE sik KE., 
FERITE TP SESS 18 的 讨论 ， 因 为 基态 不 涉及 正 交 性 破坏 的 问题 . 

运用 最 小 化 过 程 ， 道 过 最小 化 相应 的 能 大 和 挫 阵 EE, 本 征 值 下 ， 我 们 能 够 优化 前 面 得 他 
He ac ASHE bE. 借助 Mathematica 指令 Part(expr.i] E: BRIER expr 的 第 部 
分 取出 返 敬 )， 这 样 就 将 本 征 值 从 前 而 给 出 的 解析 结果 中 提取 出 米 ， 


=19.1% 


=" 


MATHEMATICA 


In[44]:= cOOeigen[lambda_| := Part[Eigenvalues[ematrix/lambda, /2,1]],1] 
(* 在 4=05 GevRa=-1 Gevz 条 件 修 ， 定 忱 以 4 为 日 变量 的 基态 本 征 值 *) 


In[45]:= eODeigenllambda| (+ 解析 计算 基态 能 量 本 征 值 *) 
Out[45]= (6*lambda + 5*lambda*4 - lambda* Sqrt[9 - 12*lambda^3 + 

16*lambda*6])/{3* lambda*2) 
nf{46]:= FindMinimum[%, {lambda,0.5 }] 

Ce GER 15- 态 能 明 的 最 小 值 5 以 4=05 Gev 为 起 始点 ) *) 
(虽然 我 们 希望 能 够 用 Mathematica 指令 FindMinimum[eQ0cigen|lambda}, {Jambda,0.5} |3k 
得 止 确 的 最 小 值 ， 但 实际 运行 显示 Mathematica FAAP SER AEA. RAEE A 
部 分 并 求解 最 小 值 - 因此 ， 在 实际 运用 中 ,我 们 是 将 计算 过 程 位 细 邮 划分 或 儿 针 分 来 进行 的 . 
=) 
Out[46]= {2.4322, {lambda -> 0.665633 }} 


通过 对 变 分 参数 基 小 化 后 ， 得 到 改进 的 新 结果 为 

E,, AS) =2.43220 GeV 

Amin = 9.665633 GeV 
EAR, RER THIRE. 

Ea 1S) — Ene 1S) _ 5 gop 

RllS) 

正如 前 面 所 说 ， 最 小 化 过 程 一 般 将 导致 基态 和 激发 态 基 有 不 同 的 变 分 参数 值 ， 4 去 多 。 由 此 ， 
所 有 这 些 态 一 般 将 不 再 正 交 。 即 


< P(A) P (A) >+ ôy 
此 时 ， 本 征 值 问 题 的 特征 方程 (8.2.7) 将 变 为 
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det] (下 (AJA 1, (4; J) E" (F(A) EY, (2, ))]=0 

在 下 而 的 内 容 中 ， 我 们 将 讨论 如 何 禹 过 扩大 矩阵 大 小 ， 来 进一步 提高 醉 定 谓 能 级 上 上限 的 
HAE. i 

5. #42 (Laguerre) FR 

AMAT TEMPO ny DASH, RPE OR OF AE SE E ee Re A Re A 
A. BK BSA APARE, MRE UAE. SEES AB 
变 分 参数 ， 合 质量 量 纲 的 参数 包 及 无 量 岗 的 参数 8: 以 及 选择 可 以 得 到 含 角 动 重 1 及 其 投影 
mm 的 “试验 " 波 函 数 Wi mlx)， 其 相应 的 坐标 空间 表述 为 


Wima) = wz expC Aa E A), (2) (8.2.19) 


HK BAA PRA BM ABATE: 即 和 >0 。 这 里 和 7,(02) 标 识 在 与 立体 角 届 
内 的 和 骨 动 曼 为 1， 其 投影 为 m 的 球 谐 函 数 ， 其 正 交 关系 约定 为 


aor; (Q)Y,,,(Q)=5 8, (8.2.20) 


(8.2.19) CATH LA IES, AMA TURN. Bey 的 取 值 作出 限 
Sl y=U+26. HETA 


EFI ZAH py A R 
Vin) = Feran * exp Ajal) HCA) Ym (2) 


"Ela AE A IE EA thE A 
di Cain’ (x) = BO i Ong 
很 显然 ， 正 变 归 一 化 同时 也 对 第 二 个 变 分 参数 请 作出 限制 28 > 一 1 ， 即 其 取 值 域 为 p>-s o 


为 便于 讨论 ， 我 人 做 以 下 化 简 : EERE m =m =1GeV, 变 分 参数 4 =1GeV 及 p=1。 
为 表述 求解 的 一 般 过 程 以 及 便于 比较 ， 我 们 仍 将 讨论 线性 势 的 情况 了 =ar， 并 取 a = GeV”. 
这 里 的 计算 至 少 在 矩阵 大 小 扩大 到 4x4 阶 时 ， 所 有 计算 仍 能 够 解析 求解 【手工 推导 >?。 这 一 
工作 留 给 读者 作为 一 个 练习 。 下 面 将 演示 运用 Mathematica 语言 进行 计算 的 过 程 : 

C1) 定义 所 选取 的 “试验 " 波 函 数 Wi im 人 

(2) 计算 拉 普 拉 斯 算 符 〈 动 能 项 ) 的 矩阵 元 ; 

(3) 计算 径 向 坐标 (势能 项 ) 的 矩阵 元 ; 

(4) 确定 所 得 的 总 能 量 和 矩阵 E AJOA EQ); 

5) 比较 不 同和 矩阵 大 小 对 应 的 能 量 本 征 值 ， 以 期 观测 到 收敛 行为 。 


MATHEMATICA 


In[47]:= psix[k_ .1 .mr 1 := Sqrt[24(2 1+3} k!4Gamma[2 1+3+k]] r^l 
Expl-rl*LaguerreL{k,? 1+2,2 r]*SphericalHarmonic Y [1,m,theta,phi] 
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E ER ERM, (x) 本 


In[48]:= psi[k_.r_] := psix[k,0,0,r] 
C* ”由 于 我 们 仅 讨论 S- 波 情况 ， 可 使 ”试验 " 波 函 数 有 1= m=0 *) 
In[49]:= deita[k_,r_] := D[psi[k,r], {1,2 }]+2/r D[psi[k,r}, {7,1 H 
CH ”定义 控 普 拉 斯 算 符 作 用 在 1 二 0 (SD) EER Ay, (7) *) 
In[50):= intks{k_,s_.r_] := psi[s,r] delta[k,r] 
C* Ey (Ay, (r) *) 
In[51]:= kinen[k_,s_] := -4 Pi Integrate[r*2 intks[k,s.c], {[1,0, Infinity }] 
C EHET =A 的 矩阵 元 | der?y, GX- oy, C) GE: HP EARLS 


Am =m, = 1GeVY， 约 化 质量 1 也 将 等 于 112GeV) +) 
In[52]:= poten{k_,s_] := 4 Pi Integrate[r*3 psi[s,r] psifk,r],{r,0,Infinity }] 


O 势能 算 符 Y(r)= r 的 矩阵 元 | dry, (evel) 9 
0 


Inf{33]:= toten{k_,s_] := kinen[k,s]+poten[k,s] 
(* ERERPR Ec *) 

《<* 下面 我 们 将 用 Table TRO EHEER. RACER O 开始 计数 的 ， 我 们 需要 重新 
定 尺 惩 阵 ， 以 使 x=1 时 给 出 1xl 和 矩阵 等 等 。*) 
In[54)]:= totenmat[x_] := Table[toten[k,s],{k,O,x-1},{s,0,x-1}] 

(* 借助 指令 Eigenvalues[M], EEA eeigen[x]。 这 一 指令 将 给 出 xxx 阶 给 阵 M 的 本 征 
fA. DREISER AO xx x BSR Ath. *) 
Inf55]:= eeigen[x_] := Eigenvalues[totenmat[x}] 
In[56]:= eeigen[1] (+ 1x1 SEBO MATER *) 


Out[56]= B 
2 


InfS7]:= eeigen[2] (* 2x2 能 量 矩 阵 的 本 征 值 +) 
Out[57]= : (1-13) z4 i+ sah 
In[58]:= N[%] (* 运用 NA] 指令 对 上 式 输出 进行 数值 化 处 理 *) 


Out[58]= (2.46482,4.86852} (* 数值 化 的 基态 和 第 一 激发 态 能 量 *) 
In[59]:= eeigen{3] (* 3x3 能 量 和 矩阵 的 本 征 值 *) 


Out[59}= B. svi, sei} 
In[60]:= N(%] C+ 运用 N[%] 指令 对 上 式 输 出 进行 近似 数值 计算 *) 
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Out[60]= {4.5,2.35425,7.64575} C 数值 化 的 基态 利 第 -- 、 第 一 激发 态 能 量 *) 

C# 通常 ， 一 "个 3x5 算 阵 的 本 征 信 是 无 法 解析 求解 的 。 我 们 来 进行 数值 求解 t 

In[61]:= Nleeigen[3]] (* 求 基 态 和 前 四 个 激发 态 的 能 量 的 近似 数值 *3 

Out[61]= (2.34136,4.13334,5.72535,8.11424,15.519} 

In(62]:= Nfeeigen[10] (+ HE: 10K 10 TERIA DEAR T AA EL *) 

Out[62]= {2.33812,4.08858,5.53209,6.83859,8.14892,9.91409, 12. 195,14.096,17.146, 
49.7026} (* JERR AAT ILE 43 RRA RHE *) 


在 表 8.2.1 1, RAMEE. PAA TEER. DPR SEEK Db ART T — i 
对 照 比较 。 


表 8.2.1 不 同 大 小 矩阵 对 应 的 能 量 本 征 值 相对 误差 的 比较 


可 匈 ， 这 样 的 处 理 对 精度 的 提高 棚 为 显著 。 需 要 指出 的 是 ， 这 种 处 理 方法 应 用 范围 很 
I, SARA THRE V = 六 的 势 函 数 v(r、 以 及 不 同 于 非 相 对 论 p /2m 的 微分 算 符 都 适用 . 
EK sth. 我 们 可 以 用 这 一 方法 来 求解 更 为 复杂 的 哈密 顿 算 符 的 能 量 本 征 值 问题 ， dn kb BB 0, 
方 根 相对 论 动能 算 符 yp: + m? HEAD IDL FO). AT. h FAN AxA PRB IE 
上 是 能 够 解析 对 角 化 的 ， 这 一 特性 使 我 们 能 够 对 纯 数 值 计 算 给 出 的 结果 进行 控制 ， 但 是 ， 
我 们 需要 御 记 此 处 计算 得 出 的 数值 结果 ， 仅 是 表示 能 量 本 征 值 真 实 解 的 土 限 :， Eue SEA) 

Bee: 在 本 节 中 ， 我 们 讨论 了 如 何 和 运用 Mathematica 语 埋 和 一 些 基本 物理 原理 简便 地 处 
理 东 缚 态 问题 ， 并 且 由 此 计算 给 出 的 数值 结果 具有 较 好 的 精度 。 我 们 在 计算 中 并 未 真正 涉及 
相关 波 函 数 的 确定 问题 。 然而， 我 们 的 这 种 处 理 和 计算 方法 说 明 nol:， 只 要 笨 孟 尺度 足够 大 ， 
即 可 实现 对 于 波 函 数 任 意 精 度 的 通 近 。 男 一 方面 ， 对 于 小 尺度 矩阵 而 过， 一般 来 说 即使 能 组 
计算 给 出 的 结果 和 当 准 确 ， 我 们 也 完全 不 能 相信 和 所 选取 的 波 函 数 。 

作为 一 个 例子 ， 下 面 将 绘制 万 =Q 和 Kk = 5 情况 下 “试验 ” 波 函 数 的 三 维 图 形 。 以 便 直 观 
了 解 一 下 这 些 波 通 数 到 底 是 什么 样 的 。 


In[63]:= psix{k_.]_,m_,x_,y_] := Sqrt[2“(2 14:3) k!/Gamma[?2 14+3+k]] 
Sqrt[x*2 + y*2]"] Exp[-Sqrt[x*2+y*2]] LaguerreL[k,? 1+2,2 Sqrt[x*2+y42]] 
SphericalHarmonicY[I,m,theta, phi] 
(* 将 "试验 " 波 函 数 wu AAAS. y 的 图 形 函 数 W， (69) *) 
In[64]:= Plot3 D[psix[0,0,0,x,y], {x,-4.4 }, [y,-4,4} TextStyle -> 
{FontSlant-> “Italic” FontSize->12}} 
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(* 绘制 =1=m=0 情 况 下 “试验 "函数 Wj, (x, y) 的 三 维 图 形 。 
这 时 的 波 函 数 本 征 基 态 *) 


2 


D 
A 
了 


2 
2 
0 


图 825 大 = 1 = m=O 时 的 “试验 " 波 函数 yy ，， (x, y ) 


(* YE: Mk 40, By, (xy 并 不 是 对 应 于 特定 的 激发 能 级 上 的 试验 波 函数 。 合 适 的 
试验 函数 要 通过 求解 能 量 和 矩阵 的 本 征 矢量 来 决定 ,试验 波 函数 则 是 各 种 试验 函数 的 琶 加 。 *) 
In[65]:= Plot3D[psix[5,0,0,x,y], {x,4.4}, {y,4.4}, TextStyle-> 
{FontSlant->” Italic”, FontSize->12 }] 
(* 绘制 Kk = 二 5 且 1= m=0 时 的 “试验 "函数 yj (x,y) 的 三 维 图 形 。*) 


图 8.2.6 k= 5Al= m = O0 MIRE ewe Wam (xy) 


So # xX m 
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第 九 章 ”神经 元 网 络 方法 及 其 应 用 举例 


神经 元 网 络 方 法 是 计算 机 模拟 的 一 个 重要 方法 之 一 。 它 是 估 们 在 计算 机 上 上 模仿 大 脑 组 
织 ， 模 拟人 类 人 大脑 神经 元 网 络 的 结构 和 和 行为， 使 计算 机 也 上 共有 人 大脑 处 理 知识 的 基本 功能 ， 学 
YH. IZA EN, FHA SERIES Neural Network) 是 大 量 简单 的 处 理 单 元 广泛 连接 组 成 的 
复杂 网 络 ， 它 又 称 为 大工 神 经 元 网 络 。 它 是 人 们 在 计算 机 科学 和 现代 生物 学 对 人 脑 组 织 的 研 
究 取 得 的 成 果 基 础 上 发 展 起 来 的 。 因 而 探索 在 计算 机 上 模仿 生物 学 中 人 脑 的 特性 ， 研 究 将 其 
些 基 本 功能 元 性 组 合 起 米 所 构成 的 人 人工 神经 元 网络 的 内 部 械 制 ， 龙 扩大 计算 机 应 用 的 重要 研 
窒 领 域 .神经 元 网 络 科学 的 发 展 和 应 用 已 经 促进 了 脑 神经 科学 、 认 知 科 学 、 心 理学 、 控 制 论 、 
微 电 子 学 、 信 上 息 技 术 以 太 数学 、 物 型 等 学 科 的 发 展 。 近 年 漆 ， 神 经 元 网 络 枉 商 能 物理 研究 !| 
的 应 用 也 得 到 极 大 的 发 展 。 以 高 能 物理 实验 为 例 ， 众 所 周知 大 型 高 能 物理 实验 装置 和 数据 处 
理 的 复杂 性 是 十 分 突出 的 。 实 验 中 所 测量 的 物理 量 很 名 ， 可 能 发 牛 的 粒子 物理 反应 道 包 ， 粒 
子 径 迹 的 判 选 也 十 分 困难 。 因 而 ， 近 年 来 神经 元 网 络 法 被 广泛 应 用 于 高 能 物理 研究 中 粒子 的 
鉴别 种 标记、 径 迹 重建 和 在 线 触发 等 许 甸 方面 {*41。 


9.1 神经 元 网 络 法 


长 期 以 来 ， 人 类 对 大 们 站 已 人 脑 无 穷 的 佑 慧 一 直 感 蚀 : 二 分 惊 讨 和 难以 理解 ， 大 们 不 断 
地 在 实验 和 理论 上 探索 和 思索 关 这 种 特 跌 功 能 运行 的 机 制 。 当 前 尽管 生物 学 家 在 人 类 大 脑 神 
经 元 的 基本 结构 及 其 连接 机 制 的 研究 上 都 有 了 突破 性 的 进展 ， 但 是 仍然 缺乏 由 严格 的 实验 观 
测 所 取得 的 结论 。 人 们 对 大 脑 的 认识 仍然 还 存 
在 许多 县 问 。 不 过 ， 今 天 我 们 可 以 说 : 人们 对 
神经 元 结构 和 它们 的 连接 模 虹 者 已 经 有 了 诬 记 
的 了 和 解 ， 我 们 可 以 在 计算 机 上 用 数学 模型 去 模 
拟 和 测试 大 胸 知 能 和 研究 它 的 理论 。 从 千 物 学 
的 观点 来 看 ， 单 个 神经 元 的 结构 和 功能 都 是 非 
常 简单 的 ， 但 古 大 量 神经 元 所 构成 的 神经 元 网 
络 却 具 备 了 人 脑 非常 复杂 和 让 富 多 彩 的 行为 。 
本 节 我 们 将 介绍 神经 元 网 络 法 的 基本 原理 。 

1. FARA TE 

在 人 类 的 大 脑 中 ， 神 经 元 是 神经 系统 构 
成 的 基本 单元 ， 又 称 为 神经 细胞 。 它 大 由 细胞 
的 度 体 、 树 突 和 轴 突 所 构成 《 见 图 9.1.17)。 其 
中 树 突 为 接受 信号 的 输入 端 。 当 神经 元 接受 到 图 9.1.1 神经 元 基本 强风 


fae ee WR, APIS RRO ek, eR TUR, MRTA h 
端 一 轴 突 发 送 输 出 信号 。 神 经 元 的 铀 突 上 的 突 触 与 另外 的 许多 神经 元 的 树 罕 相 连 。 企 人 类 
的 人 脑 中 约 有 105 个 神经 元 以 要 为 复杂 的 连接 方式 构成 人 脑 的 神经 元 网 络 。 

受 人 类 人 脑 结构 的 启发 ， 在 人 工 神经 元 网 络 中 我 们 所 选择 的 神经 元 是 神经 元 网 络 构成 
的 基本 计算 单元 。 它 一 般 是 多 个 输入 和 一 个 输出 ， 并 可 以 有 一 个 内 部 反馈 和 阐 值 的 非 线 性 单 
元 。 图 9.1.2 是 一 个 完整 的 神经 元 结构 。 它 是 由 -- 个 具有 多 个 输入 和 一 个 输出 ， 内 部 可 以 看 
着 是 个 “黑匣子 ”而 不 考虑 其 具体 结构 的 神经 元 。 假 定 输入 网 点 的 输入 范例 样本 编号 为 P 
z 为 输出 点 多 输出 ， 下 标 i 为 输出 层 的 网 点 数 ( 特 引 情 涡 下 也 取 i =1 7)， 则 我 们 可 以 定义 一 
个 误差 函数 


1 
Ex(P)-4( (9.1.1) 
Poi 
其 中 各 是 对 输出 的 设计 目标 值 。 我们 约定 其 赋值 为 
ale 对 信号 事例 (9.1.2) 
0， 对 本 底 事例 


采用 经 过 预选 的 具有 统计 意义 的 模拟 事例 作为 网 络 的 输入 ， 不 断 地 调整 “黑匣子 ”内 茶 种 算 
法 中 的 参数 ， 使 得 误差 函数 E 的 值 最 小 。 这 里 我 们 可 以 明显 地 看 出 这 个 调整 算法 中 的 参数 
的 过 程 就 是 一 个 学 习 和 进化 的 过 程 。 
2，、 网 络 的 结构 模型 

单个 的 神经 元 只 能 够 完成 一 些 简单 的 功能 ， 大 量 的 神经 元 构成 的 神经 元 网 络 才能 具备 
复杂 的 学 习 、 记 忆 和 思维 的 能 力 。 所 谓 网 络 的 结构 模型 就 是 将 神经 元 连接 起 来 成 为 一 个 网 络 
的 模式 。 这 种 连接 就 是 通过 神经 元 之 间 连 接 函 数值 的 大 小 来 反映 信号 传递 的 强 弱 ， 从 而 构成 
各 种 结构 的 模 增 。 图 9.1.3 是 一 个 神经 元 网 络 结构 模型 的 例子 。 图 ' 中 x 为 输入 层 的 输入 ，h， 
为 隐藏 层 的 输出 , y, 为 输出 层 的 输出 。 


REF 


图 9.1.2 HEAri 图 9.1.3 神经 元 网 络 结构 
通常 神经 元 所 接受 的 输入 信号 的 总 和 x, 尚 不 能 反映 神经 元 输入 和 和 输出 之 间 所 应 有 的 
k 
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定 我 们 将 由 输入 层 到 隐藏 层 信号 的 关系 采用 如 下 函数 描述 。 设 


ji = PD wax +f, (9.1.3) 
其 中 wx 为 权重 因子 ， 1 ;为 出 值 ， 则 将 隐藏 层 的 输出 信号 取 为 
h, = g(a,) (9.1.4) 


上 式 中 的 ge 站) 称 为 激活 函数 。 激 活 函 数 可 以 有 许多 不 同 的 函数 形式 ， 通 常 取 以 让 形式 的 特 
性 函数 : 
CO 疯 值 特性 函数 ; 
1, “4x4 26 
so = | 0-1.5) 
“4x< 8 
SA Be BE OE) te Be, PS 9.1.4(a)。 
(2) S 形 逻 辑 特 性 函数 : 
1 
Tr (9.1.6) 
公式 (9.1.6) 中 的 了 为 温度 参数 。 这 是 输入 和 输出 见 呈 S$ 形 曲 线 的 关系 。 此 特性 前 数 反映 
了 神经 元 上 其 有 类 似 非 线形 增 尊 的 电子 系统 的 “压缩 ”和 “饱和 ”行为 特性 。 采 用 具有 这 样 增 
益 特 性 的 电子 系统 ， 可 以 解决 噪音 饱和 问题 ， 即 在 输入 信和 号 小 的 时 候 , 产生 有 效 的 输出 信和 号， 
但 是 当 输 入 信和 号 很 强 时 又 不 能 够 有 高 的 增益， 高 增益 将 会 使 噪音 放大 或 者 引起 饱和 而 消除 有 
效 的 输出 。$ 形 特 性 函数 具有 中 间 为 高 增益 区 ， 适 用 于 小 信号 的 放大， 两 端 为 低 增益 区 ， 适 
会 于 大 信号 的 放大 。 其 图 形 见 图 9.1.4(b)。 
(3) 双 曲 正切 特性 函数 : 


8(X) = 


g(x) = tanh(x/T) (9.1.7) 

其 中 了 AGRA Be. ASA] AVE SA Oe ER AR. Fe ER OE TH 
当 了 (ED RARE. Ast (OO. ART RATA. ME DBR HEE 
家 用 来 描述 生物 神经 元 活动 的 数学 模型 。 它 的 图 形 见 图 9.1.4(e)。 

这 三 种 特性 函数 的 输出 都 被 压缩 在 [6，H 区 间 ， 这 个 输出 又 可 以 作为 下 -: 层 的 输入 ， 而 
以 后 各 层 的 算法 操作 是 完全 相似 的 。 当 然 神经 元 网 络 还 可 以 采用 其 他 不 同类 型 的 特性 函数 ， 
这 里 不 再 做 进一步 的 介绍 。 

类 似 图 9.1.3 所 示 的 由 输入 层 到 隐藏 层 的 输出 的 关系 式 69.1.3) 和 (人 9.1. 和， 我 们 可 以 得 
到 由 隐藏 层 到 输出 层 的 函数 关系 式 : 


a, => Pah tE, (9.1.8) 
k 


y; = g(@;). (9.1.9) 
头 似 公式 (9.1.3) 和 (9.1.4)， Wy ABA, TARE g ARERR. RINE y, 为 输出 层 


网 点 的 最 后 输出 。 然 后 我 们 再 计算 如 同上 面 定义 的 误差 函数 (9.1.0)。 所 谓 训练 网 络 实际 上 就 
AR w (WMR, ERRERA E BIRME. HT EE wW OERE R 


i, PATA REF — ROR RH ES w CALC TE ) 的 值 。 


gtx) 


BB 9.1.4 神经 元 特性 函数 图 


3. 网 络 的 训练 

训练 实际 上 是 网 络 的 学 习 过 程 ， 是 指 连 接 神经 元 的 模型 ， 在 产生 出 希望 行为 的 作用 前 的 
学 习 阶段 。 其 咎 法 正 是 用 来 描述 学 习 过 程 的， 并 且 是 连接 模型 的 一 个 附属 部 分 。 具 有 所 和 希望 
行为 的 训练 是 指 连 接 械 型 的 输入 神经 元 有 一 组 输入 时 ， 经 过 学 习 算法 ， 在 神经 元 网 络 输出 层 
给 出 一 组 所 希望 的 输出 值 的 过 程 。 训 练 的 目的 是 对 网 络 连接 函数 中 的 参数 值 进 行 调整 ， 使 得 
在 应 用 一 个 输入 矢量 时 ， 岗 络 能 够 有 一 个 所 需 痪 的 输出 矢量 。 训 练 的 范围 正 是 由 一 个 输入 矢 
E (x, 与 所 需 的 目标 矢量 (A) 配对 组 成 。 两 者 一 起 称 为 “训练 对 ”"。 训 练 一 个 网 络 变 用 许 
订 范 例 的 训练 对 。 例 如 ， 这 样 的 训练 可 以 接 如 下 步骤 进行 : 

C1) 从 训练 范例 集中 取 一 组 训练 对 ， 将 输入 矢量 Cx) 作为 网 络 的 输入 ; 

(2) 计算 网 络 的 输出 矢量 57y ); 

(3) 计算 网 络 输出 矢量 (yy ) 与 训练 对 中 的 目标 矢量 5 A ) 间 的 方差 ( 见 公 式 (9.1.1)); 

(4) 风 从 输出 层 反 向 计算 钊 第 一 中 间 层 ， 向 减 小 方差 的 方向 调整 网 络 中 的 权重 值 和 冰 
fh (SLAA (9.1.3); 

(5) 对 训练 范例 集中 每 一 个 范例 重复 上 面 的 (1) - 4 8, BRP TVIBRHA 
( 见 公 式 (9.1.10) 达到 最 小 。 

上 述 过 程 实 际 上 是 反 向 传播 算法 纪 -P) 的 训练 步 双 。 它 是 一 个 监督 训练 多 屋 神 经 网 络 的 
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Mii FBTR RR. STAT Ma. FEAR EI Se i A A A 
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9.2 高 能 物理 中 的 神经 元 网 络 应 用 举例 


在 高 能 物理 实验 中 ， 从 探测 器 测量 所 提供 的 物理 信息 来 鉴别 喷 注 类 型 、 粒 子 种 类 等 是 
一 个 困扰 物理 学 家 的 问题 。 事 实 上 在 研究 喷 注 事例 时 ， 当 喷 注 经 过 一 个 探测 装置 时 ， 都 会 测 
量 到 若干 个 物理 变量 的 值 ， 物 理学 家 们 想 通 过 对 探测 器 提供 的 这 些 物理 变量 测量 值 的 分 析 ， 
来 确定 该 喷 注 是 夸克 喷 注 呢 ， 还 是 胶 子 喷 注 。 对 此 我 们 可 以 设计 一 个 神经 元 网 络 ， 它 的 输入 
层 和 隐藏 层 的 网 点 数 与 喷 注 事例 的 测量 所 得 物理 变量 个 数 相 同 ， 而 其 输出 层 只 有 一 个 网 点 。 
这 样 的 神经 元 网 络 丰 可 能 用 来 分 辨 喷 注 事例 的 种 类 。 

下 面 我 们 对 如 图 9.1.3 所 示 ， 具 有 和 输入 层 -隐藏 层 -输出 层 三 层 结构 的 神经 元 网 络 采用 反 
向 传播 法 (B 了) 对 网 络 进行 训练 。 普 先 ， 我 们 采用 事例 产生 程序 产生 信号 事例 和 非 信号 事例 
的 一 组 物理 变量 值 x(p) ， 作 为 输入 矢量 。 例 如 选取 胶 子 喷 广 作为 信号 事例 ， 而 将 其 他 
的 喷 注 事例 作为 本 底 。 将 这 些 足 够 多 的 信号 事例 和 非 信号 事例 通过 探测 器 模拟 和 重建 ， 得 到 
各 个 物理 变量 值 ， 并 将 它们 作为 网 络 的 输入 。 首 先 对 所 有 的 权重 内 ( 币 ) 和 阔 值 #(7 ) 在 某 -- 
区 间 内 随机 地 赋 以 初 值 ， 一 般 选 在 区 间 [_0.1.0.1]。 然 后 我 们 按 如 下 的 步 又 来 寻找 它们 的 最 佳 
值 ， 使 误 益 函数 得 到 最 小 值 。 其 具体 训练 步骤 叙述 如 下 [参见 文献 15]]: 

(O 在 输出 层 到 隐藏 层 之 闻 ， 由 于 部 ; 应 当 在 巨 的 负 梯 度 方向 变化 ， 我 们 应 当 有 


~ OE 
AW, =H aw 
>£ ii (9.1.10) 
== Xb, 一 Ae’ (Gh; = S52 nh; 
OW jg P P 
ERPEXT S =y, -4 g )= oe 。 从 公式 (9.1.10) 可 以 得 到 
ii 
AÑ, =-1>.6, 8°, a, (9.1.11) 
P 
或 者 采用 从 公式 (9.1.11) 改 写 的 公式 
AW, = ND 6,8 (5, )h; +a Awi (9.1.12) 
P 


在 公式 (9.1.12) 中 等 式 右边 加 上 了 第 二 项 ， 这 是 为 了 抑制 震 水 而 引入 的 ， 这 一 项 叫做 动量 项 。 
AWS 为 上 一 次 循环 得 到 的 值 。 思 称 为 学 习 强 度 。 同 样 灶 训 我 们 有 
AF, = N68(d)h, + At (9.1.13) 
P 


(2) 由 隐藏 层 到 输入 层 的 计算 与 前 面 第 〈1) 步 类 似 。 这 时 由 于 
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me AE 


= = VS Se Gi, 2a = ¥ Seay (9.1.14) 
ki P i P 


《这 里 我 们 定义 了 8 =F 8e Ew O 公式 (9.1.1 和 与 9.1.10) 式 中 的 第 二 式 完全 相似 ， 所 以 


我 们 在 由 隐藏 层 到 输入 层 的 计算 由 仍然 用 公式 (9.1.12) 和 (9.1.13)， 只 是 将 这 两 个 公式 中 的 5 
换 成 6.' 米 使 用 。 

在 训练 中 一 般 取 & 在 [0.2,0.8] 范 围 内 ， 选 到 学 习 强 度 才 的 取 值 在 区 间 [0.001,0.5]。n 在 开 
始 训练 时 到 大 一 些 的 值 ， 随 着 循环 次 数 的 增加 ， 开 取 值 逐渐 减 小 。 每 次 循环 中 随机 地 选取 一 
个 入 号 事例 和 一 个 本 底 事例 作为 网 络 的 输入 ， 调 整 所 有 的 权重 和 阅 值 。 实 践 表 明 ， 调整 的 变 
化 量 Awam 和 Ar(A7) 大 致 在 得 5-~10 次 (p=1,2,...， 5 或 10) 输入 值 更 新 一 次 得 到 的 效果 
较 好 。 网 络 训练 的 事例 样本 要 足够 包 ， 事 例 样 本 中 不 但 要 有 入 号 事例 ， 还 要 有 有 非 信 号 事例 ， 
这 样 才 能 使 网 络 得 以 充分 地 学 习 足 够 多 的 物理 信息 。 一 般 训 练 需 要 几 万 到 几 百 万 次 循环 。 

网 络 一 旦 训练 成 功 以 后 ， 所 有 权重 和 阔 值 都 固定 下 来 不 再 改变 。 这 时 网 络 就 像 一 个 霄 
数 型 的 “ 黑 苗 了 学”"”， 它 得 到 一 个 确定 的 输入 后 就 会 产生 一 个 确定 的 输出 。 此 时 人 们 一 般 用 一 
组 新 的 模拟 事例 对 该 网 络 进行 恰 验 ， 将 检验 结果 与 训练 结果 进行 比较 。 由 于 训练 的 模拟 数据 
的 统计 有 限 性 ， 以 芒 训 练 过 程 中 样本 内 部 复杂 的 月 调整 和 补偿 效应 ， 训 练 样本 给 出 的 结果 必 
然 比 在 实际 应 用 中 下 好 一 些 。Lund ASR EERE (C.Peterson) 等 人 所 发 展 的 JETNET, 
JETSET7.2... 等 程序 包 就 可 以 用 于 研究 正 负 电子 碰撞 模拟 中 夸克 和 胺 子叶 注 鉴别 。 当 采用 只 
有 一 个 输出 网 点 的 网 络 ， 并 设置 输出 截断 为 0.5 时 ， 鉴 别 夸 克 和 了 胶 子 喷 注 的 精度 可 以 达到 
85 免 ， 这 仅仅 比 由 斯 理论 低 2%, TOF AMT IA FETA Bl 65%. 

神经 元 网 络 法 在 大 量 开创 性 的 应 用 中 体现 出 如 下 特点 : 无 论 连 接 神 经 元 网 络 的 模式 如 
何不 同 ， 但 所 有 的 神经 元 网 络 都 具有 学 习 、 概 括 和 抽取 的 共同 特性 。 所 谓 学 习 特 性 是 指 它 可 
以 根据 外 部 环境 的 改变 修改 月 身 的 判断 行为 ， 而 这 是 由 于 阿 络 组 织 形式 能 适应 各 种 学 习 算 
法 ， 而 网 络 能 通过 训练 范例 来 决定 自身 的 行为 。 所 谓 概括 特性 是 神经 元 网 络 在 训练 后 ， 具 有 
一 定 的 容错 能 力 。 即 它 的 判断 能 力 在 共 种 程度 上 不 会 因为 输入 信息 少量 的 于 兴 或 神经 元 网 络 
局 部 的 缺损 而 受 影响 。 所 谓 抽 取 特 性 是 指 神经 网 络 具 有 抽取 外 界 输 入 信息 特征 的 特殊 功能 。 
这 些 正 反 映 了 神经 元 网 络 方法 具有 的 喜 觉 形 答 思维 的 特性 ， 而 传统 的 人 工 智 能 理论 和 方法 仅 
具有 过 辑 思维 的 特性 ， 因 此 它们 两 者 间 是 相互 补充 的 关系 。 
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附录 A 贝斯 理论 


统计 理论 中 的 一 个 基本 定理 叫做 贝斯 (Bayes) 定 理 . “和 经典" 了 的 概率 型 论 中 的 矶 斯 定 二 长 
述 如 下 : 雪 ! 果 有 一 个 随机 事件 , 它 的 四 种 可 能 性 是 : A 出 现 ; B 出 现 ; 4 AB 都 出 现 :4 Ale 者 
不 出 现 . 设 4 出 现 的 概率 为 P04); B ERROR PCR), A 和 B AS AIS A PAB) BO 
现 的 条 件 下 ,A 出 现 的 概率 为 PC418)。 则 有 : 


P(A, B) = P(AI B)P(B) = P(BIA)P(A) (A.1) 
RENE. Ew T Re RRM. MADARIA: 
P(B | A) = P(A I B)P(B)/ P(A) (A.2) 


我 们 现在 将 "经典 " 和 概率 理论 中 的 贝斯 定理 所 适用 的 范 国 做 :二 推广 假定 我 们 已 知 条 件 
分 布 蜜 度 畏 数 JG19) ， 而 实验 给 出 的 是 :的 分 布 。 如 果 要 想得到 对 日 的 条 件 分 布 密度 丽 数 ， 
显然 我 们 可 以 直接 应 用 贝斯 定理 ， 
POIO = P(r 18) P(@)/ PO (A.3) 
公式 (A.3) 中 的 概率 实际 小 就 是 概率 分 布 密度 乘 上 d9 HE dt. 


附录 B 一 些 常用 分 布 密度 函数 的 抽样 


住 这 里 我 们 将 只 给 出 一 些 常用 的 分 布 密度 函数 的 抽样 方法 . 但 省 略 了 它们 的 详细 数学 
推导 。 


L DRS aT 
T EKRE A 
a —] ar 
IO ey x>0 (B.1) 
抽样 方法 为 
n=- mé, ġe, B2) 
2. ?分 布 
oe? 分 布 的 一 般 形式 为 
_ 1 tł- —xf/2 
Onaman e™*, x>0 (B.3} 


抽样 方法 为 
n= > x; (B.4) 
i=1 
其 中 x, x,,..., x, APE IE AS 33-48 BY n 个 独立 抽样 值 。 


3. 了 分 布 
f 分 布 的 一 般 形 式 为 


A) m 
2 pA | 2 (B. 5) 


FO) = Sanri 2) n 
抽样 方法 为 
元 
了 一 人 n 
i (B.6) 
nlg 
i As _ 
= nei —x) 
其 中 石和 rn 为 标准 正 态 分 布 的 总 +I 个 独立 抽样 值 。 
4. BRA 
BB 分 布 的 一 般 形 式 为 
-+ ag ie , OZx<l B.7 
f= i UD (B.7) 


抽样 方法 为 ， 产生 N+1 个 随机 数 &,， 依 其 大 小 顺序 进行 重新 排列 ， 其 顺序 如 果 是 


Ei SE SS Ern 
则 其 抽样 值 为 


N= Eka (B.8) 
5 裂变 产生 中 子 能 量 谱 分 布 
该 分 布 的 一 个 较 好 的 近似 式 为 两 参数 的 瓦特 CWatD 谱 表达 式 ， 


f 四 -ceom|- } sinh /BE. Ewin SES Eno. (B.9} 
HposeE<0, A=0.965MeV, B =229MeV', c 为 归 一 化 常数 。 我 们 定义 
K=1+(4B/8), L=TK+YR 1) M=K-1+\K -1 
HRO EAE E, ， 如 果 这 两 个 随机 数 满足 如 下 不 等 式 
— BLin€, < [M(1-1né,)+Iné,P (B.10) 
RRR A E=-Llné- Smt gee EREE Pt ERA B.9) RE EE Ee 
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6. eae ai a4 that 
泊 松 分 布 的 一 般 形式 为 

r= * 
PRE TPR EP RRR Ad IN CRM PRT HOP BHAA, RB 
Mpad/A), SW POT nn. ETEA: 产生 四 ，1H] 区 间 均 勾 分 布 的 独立 随 
机 数 序列 后 ,上 ， 求 出 满足 不 等 了 


e”, n20 (B.11) 


k k+l 
né, 2e” >I0G, (B.12) 
i=0 f= 


Wk. He RATE A. nk. WT SRO. RIRE, = 1. 


附录 C 求解 常 微分 方程 的 近似 方法 


1. 欧 拉 折线 法 
求解 一 个 常 微分 方程 的 初始 问题 : 


YO = X9) = Yo 
在 x WER ab EMRK khsAr HK OAPI RA. DAWA 
Xy = ASN, SX SN, EAn =O, CARIBE CC. A His, Gel 
yx, +h) yx, ) 
h 


dr _ 
dx = f(x, y) | (C.1) 


= f(x Yn) 

BUA y, 表示 在 节点 ,处 y(x,) 的 近似 值 ， 并 代入 上 式 ， 则 得 到 
Yari = Yan HRF (x,, Yn) 

这 样 就 得 到 欧 拉 近似 法 的 公式 ; 


Ynad = Yn FAP, va (C.2) 


xX, = Xo + nh 


由 》 出 发 ， 运 用 上 式 进 行 反 复 递 推 ， 就 可 以 求 出 凡凡， 。 从 泰勒 展开 很 容易 看 出 ， 
欧 拉 法 的 误差 量 级 是 OUR? 。 因 此 我 们 说 它 具 有 一 阶 精度 。 欧 拉 法 的 实质 是 在 子 区 间 内 ， 用 
折线 代替 陆 数 曲线 ， 因 此 精度 不 是 很 高 。 随 着 x 的 增加 ， 由 于 积累 效应 ， 误 差 也 越 来 越 大 ， 
但 是 这 种 方法 比较 简单 ， 在 求解 区 间 不 太 上 大 ， 精 度 要 求 不 是 很 高 时 仍 可 以 使 用 。 

我 们 很 自然 地 想到 ， 是 否 可 以 用 朝 后 的 差 商 来 代替 (C.1) 式 中 的 微 商 ， 这 时 可 以 推 得 

Yat = Yn HAF Xa Yad (C.3) 

得 到 y, 的 值 以 后 ， 为 求 得 》， 的 值 ， 就 必须 解 一 个 关于 y ， 的 方程 (C 3)。 所 以 称 这 一 差分 
ERARA, m CD 的 差分 格式 是 弄 式 的 。 

同样 ， 若 以 中 心 差 商 代替 (C.1) 的 微 前 ， 得 到 
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yun = Yna + AF (Xps Yn) (C.4) 
这 时 为 求 得 y,, ， 就 需要 知道 前 两 步 y, 和 ,的 值 。 因 此 又 称 这 种 方法 为 两 步 法 ， 而 前 面 ， 
的 两 种 方法 为 单 步 法 。 类 似 的 说 法 下 可 以 推广 和 到 包 步 法 。 容 易 证 明 CC.3》 和 (C.4) 式 分 别 上 县 
有 一 阶 和 二 阶 精度 。 
2， 梯 形 法 和 龙 格 - 库 塔 法 
精度 比较 差 是 欧 拉 法 的 一 人 缺点 。 为 了 改善 其 精度 ，- 一 个 办 法 是 取 朝 前 的 差分 格式 人 .2) 
各 朝 后 的 差分 格式 (C.3) 的 算术 平均 ， 即 取 


yest = Fn + FF es yo) S Cts Sr) (C5) 

这 就 是 所 谓 的 梯形 格式 。 可 以 证 明 它 的 精度 为 二 阶 。 原 则 上 说 ， 这 种 隐形 格式 的 求解 可 以 用 
迭代 法 来 解决 ， 即 

yO =y, thf (4, Ya) 


DP = yn ASU Ce IESG ODI (c. 6) 
k = 01,2, 
ZM MRR RASI, FECAL RE MARED UA, TLEER 
越 多 结果 越 不 好 。 通 常 采 用 的 求解 方法 是 所 谓 的 预报 -校正 法 ， 即 只 先 代 一 次 
Yast = Yn tC Yn) 
pt ee 
(C.7) 式 中 的 第 一 个 式 子 称 为 预报 公式 ， 由 欧 控 公式 先 求 出 yua 的 一 个 初始 近似 值 7,，， 然 
后 将 此 元 ,代入 (C.7) 中 的 第 二 式 _ 校正 公式 的 右 端 ， 经 过 直接 的 计算 得 到 新 的 校正 值 
yl。 显然 这 样 做 的 计算 量 比 次 拉 法 多 了 一 倍 。 这 种 方法 又 称 为 改进 的 欧 拉 近 似 法 。 
下 面 介绍 龙 格 - 库 塔 法。 我 们 再 来 考察 CC.7) 式 ， 并 可 以 将 它 改写 为 


(C. 7) 


h h 
Yarı = Yr t7% + Zh) 
Ky = f(x. Ya) (C8) 


A, = f(x, th, ya + hk) 


上 式 号 为 更 一 般 的 形式 : 
Yanri = Ya + ACR A, + Rika) 
ki = fn Ya) (C.9) 
ka = f(x, + ah, y, + bhk) 
道 过 误差 分 析 来 选择 其 中 的 参数 RR,R,,a,b ， 使 得 计算 结果 具有 尽 可 能 高 的 精度 ， 即 在 
y@,) = y, 的 假定 下 ， 使 得 y(x,,,) y,,, 的 误差 阶 尽 可 能 高 。 为 此 ， aK, 作 泰 勒 展开 ; 
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2 
ð d d d 
ka = FX, 4) + ah SL + bhk + er alae 


= flr, yp) + ah SL + bhf ay. ya) + OP) 
ax oy 
所 以 
PARSE, thy + a, E oR Seny +O) 
= y, +hR + RY +h? aR, +R, y’ of + On’) 
ax oy 
而 


2 
yn) = y, + RY, + yf + Oh) 
为 了 使 yz) 一 的 误差 阶 为 Di) ， 则 必须 要 求 
R+K,=1, aR, =bR, =1/2 
“4921 R =R, =1/2: a=b=it8., MAA TCHR: 如 果 我 们 取 R=0，R,=1， 
a=b=1/2 了 刚 得 到 二 阶 的 龙 格 - 库 塔 公式 
Yari = Yna HAR 
k = FO, Yal (C.10) 
ky = Fw + hi2, Ya + hk 2) 


类 似 的 方法 可 以 构造 出 误差 yxa) yana = Oh" 的 三 阶 龙 格 - 库 塔 公式 
Yarl = Pa +2 th + 4k, + ks) 
ki = fF (Xn: Yn) (C11) 
ka = f(x, t+hf2,y, + Ak, /2) 
ka = f(x, +h, ya — hk, + 2hky) 
而 在 计算 物理 中 最 普遍 使 用 的 是 具有 ti] 截断 误差 的 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 
h 
Yarl = ¥a tz% + 2k, + 2k; + k4) 
ki = F Os Yn) 
h h 
ky = FfOn t5 Aa + (C.12) 


h h 
k = FO +5 Yn +> he) 
k, = f(x, +A, Ya + aks) 
ANBHEADRMACHS ZAR. AM LEHA. RNAS PRAY eA 
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rs 


Yi = FOG Yir Yar Ym) 
ya) = Yo (€.13) 
i = 6,L2,:-- 
的 龙 格 - 库 塔 公式 为 
Pintt = Vin + 2 (kia + 2k;4 十 2Ki3 + kia) 
Kip = Fi. as Yin Vane > Yamn) 


h h h h 
kin = f(x +, yp t= k taka’ +—k (C.14} 
i2 Sin 2 Yin 2 11> Fan 2 2] Yma 2 ml) 
h h h h 
kia = Jin tzin t3 Kiz Yan + 5 hares Yran + 7 Km2) 


kia = Sia +h Yin + Akia, Yon + Rks s Yin + Akma) 
最 后 应 当 指 出 的 是 ， 如 果 微 分 方程 的 解 是 足够 光滑 的 ， 并 且 上 有 共有 高 阶 导 数 ， 那 么 龙 格 - 库 塔 
法 不 失 为 -- 种 比较 理想 的 近似 求解 方法 ， 反 之 ， 如 果 解 的 光滑 性 较 差 ， 高 阶 导 数 不 存 在 ， 那 
么 它 就 不 适用 。 在 后 一 种 情况 下 如 果 仍 使 用 近 侯 较 差 的 欧 拉 法 ， 精 度 往往 及 而 会 好 些 。 并 有 量 
由 于 欧 拉 法 简单 、 物 理 意 头 明 确 ， 计 算 结果 也 更 可 靠 ， 所 以 选取 何 种 计算 方法 应 当 根 据 问 题 
的 实际 情况 来 定 。 不 一 定 精度 高 的 方法 就 一 定 比 精度 低 的 方法 好 。 


附录 D 三 角形 型 函数 积分 式 的 证 明 


计算 三 角形 型 函数 积分 f= [(N ddy, (asi jms. BREMEN RR. SAT 
素 (e) 的 选择 约定 及 顶点 编号 网 第 五 章 第 二 节 。 其 中 


Nlx, yi= | + bx + cy) 2A 
N ,lx, n = la; + bx 十 2 (D.1) 
N {x, y) = (a, + Bx + cp y2A 


(D.2) 
RRN a, be; Banba na TABBAR D. DRTE, jm 的 顺序 轮换 得 到 ,上 面 的 (D. 1) 


公式 给 出 了 (0% 芒 平 面 到 (N,N,) 平 面 的 变换 。 由 于 
NG y) = 1, Nix, PD) =9 
Ny) =0 Nyy) =] 
Np n=O, Nj Gre Ym) = 0 
因而 (x, 9) FALRA, jm REE ON, NPE BY AS (1,0). (0,1) A (0.0) 。 由 公式 (D.1)， 
得 到 积分 面积 元 素 的 变换 公式 为 


(D.3) 
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1 |% s 
dN dN, = WN, x, Ly AR p oo. V = 7A dy 
Er wy 了 i 
其 中 
1 lx y) 1 
A=! x; ys = 5 (be; —b,¢;) 
l Xm Ym 


所 以 ， 我 们 得 到 


t= if Ndrdy = 2aff NANAN, = 2af wan, | dN, - 5 
e E a u 


类 似 地 可 以 得 到 a = j,m 时 的 积分 fs = 用 Ndxdy 结果 .这样 我 们 有 


A 

2 = JJNawy ==. (a =i, j,m) 

€ 
H eR A AE BR, AT LEHO FB H) 

A 

f = N*dxd 一 一 ， (a 5i, A ’ 

oa J eddy = z LD 
A - 

tp = i N Nidy ==, (ab=i,jamart) , 


A os 
lane = [| N,N,N, cooly = T abc=ijma#b#e) 


HRE Mathematica 函数 和 指令 


(D.4) 


(D.5) 


(D.6) 


(0.7) 


(D.8) 


(D.9} 


(D.10) 


. 在 本 附录 中 我 们 给 出 一 些 常 用 的 函数 和 指令 的 简要 说 明 。 实 际 上 在 Mathematica 系统 中 
可 用 的 函数 和 指令 大 约 有 1200 个 。 读 者 可 以 参考 Mathematica FORATE Mathematica 


系统 后 用 “? ? 涵 数 或 指令 名 ”， 得 到 该 系统 中 这 个 函数 或 指令 的 详细 说 明 。 


首先 ， 我 们 给 出 一 些 在 编程 中 用 到 的 缩写 的 符号 。 


lhs=rhs 计算 右边 的 表达 式 ， 并 将 该 结果 贼 给 左边 的 表达 式 ， 从 这 时 起 左边 的 家 示 被 右 
边 出 现 的 表达 式 所 代 兰 。 如 果 hs 和 chs ABABA, BMG... Je (rr j, 则 计算 出 x 的 结果 并 


贼 给 对 应 的 he 
lhs -> rhs 表示 将 lhs 转换 成 rhs 的 规则 。 


expr/. rules 运用 一 个 规则 或 者 一 个 规则 赤 末 做 表达 式 expr 的 每 一 个 子 部 分 的 代 换 。 
lhs : = rhs 将 rhs 的 表示 赋 给 Ths 的 延迟 值 。 即 rhs 保留 成 术 计 算 的 形式 ， 每 次 当 lhs 


出 现时 ，Ihs 者 将 被 rhs 重新 计算 的 结果 所 代替 。 


lhs : >rhs 代表 将 lhs 变换 为 rhs 的 规则 ， 而 rhs 的 计算 是 在 应 用 该 规则 时 才 进 行 。 
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lhs ==rhs 如 果 ths 和 rhs 相同， 则 返回 True. 

expr //. rules 反复 地 进行 规则 中 的 代 换 ， 直 到 expr 中 不 再 有 变化 。 

AppendTo[s, elem] 将 元 素 s 追加 到 elem "H. 

Apply[f,expr] 或 者 f @@ expr, f 作用 于 expr. PW: Apply[Plus,2.3] 的 结果 为 5。 

ArcSin{z] 给 出 复数 z WR EIZE. 

ArcTan[z] 给 出 复数 z 的 反正 切 值 ，ArcTanfx,y] 其 中 xy 是 实数 ， 则 给 出 wx 的 反正 切 。 

Begin[“context"] 开始 一 个 上 下 文 。 

BeginPackage[“context”] 开始 一 个 程序 包 。 

Bessell(n,x] 给 出 修正 的 第 一 型 的 贝 塞 尔 函 数 也 (z) 。 

BesselJ [nz] 给 出 第 一 型 的 贝 塞 尔 函 数 .J (z) 。 

BesselK{n,x] 给 出 修正 的 第 二 型 的 贝 塞 尔 函 数 瓦 ,(z) 。 

BesselY [nxl 给 出 第 二 型 的 由 寨 尔 函数 世 (z) 。 

Block[{x.y,...}, expr] 表达 式 序列 expr 在 工作 变量 {zw .下 运行 。 

CD 是 在 用 DSolve 求解 微分 方程 时 产生 的 第 2 个 常数 。 

Chop[expr 在 实数 域 和 复数 域 中 删除 数量 级 小 于 10 2 的 项 。 

Circle — 46 E JE WIT. Circle[fxy] IU fw) AAO, Br 为 半径 的 圆周。 
Cirele[{xy}. {rxy 以 {xy} 为 圆心 ， 以 {rwry] AKER ROA. Circlel(xy}r, 
{thetal,theta2]] 以 {x,y} 为 圆心， 以 7 AEE aM. 

Cliearfsymboll,symbol2,...] 7ER symbol i 的 值 和 定义 。 

ClearAll[symboll,symbol2,...] 清除 所 有 与 符号 symbol i 相关 的 值 、 定 义 、 属 性 和 默认 值 。 

Coefficient[expr,form] 给 出 多 项 式 expr 路 form 项 的 系数 。 

Coefficient[expr,form.n}] 给 出 多 项 式 expr 小 form” 项 的 系数 。 

Conjugate[z] 给 出 复数 z WRA. 

ContourPlot[f, {x,xmin,xmax},{y.ymin, ymax HM H f 在 范围 {x,xmin,xmax}, {y,ymin,ymax} 
内 的 等 值 线 图 。 

Cos[z] 给 出 复数 z 的 余弦 值 。 

Cosh[z] 给 出 复数 z 的 双 昌 余弦 值 。 

Cot[z] 给 出 复数 z 的 余 切 值 。 

DE 计算 六 的 偏 导数 of /19x ;， Dif.xn] 计算 的 4 Wr SHO" f fox”. 

expr[[i] 或 者 Part[expri] 给 出 cxpr 中 的 第 i 部 分 .为 负数 时 表示 倒数 编号 。 

Det[mj 表示 对 方 阵 m RITA. 

Disk[{x,y},r] Z # AH. i E {xy} . BA r H ROM. 
Disk{{x,y},{1;,72}.{thetal,theta2}] 二 维 图 形 。 圆 心 在 {x%y}、 上 长 短 半 轴 为 志和 rz,、 从 弧度 thetal 
到 弧度 theta2 的 椭圆 弧 。 

Display[channel,graphics] 将 声音 或 者 图 形 目标 graphics 写 入 文件 或 通道 channel 中 。 

Dofexpr, {i,imin,imax},{j,jmin,jmax}] 在 i 和 j 的 循环 范围 内 运行 expr。 

DSolve[eqn,y[x],x]】 解 微分 方程 em H y BRM. x 是 变量 。Dsolve[l{eqnl， 
eqn2,...},{¥16¥2..-},4%).%o..-}) 解 微分 方程 eqni, 其 中 yy 是 函数 ，x; 是 变量 . 
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Dt[fx] 计算 全 导数 df / dx 。Dtlf] 计算 全 微分 df . 

Elliptickim] 计算 第 -类 的 椭圆 条 分 Kam). 

EllipticEfm| 计算 第 :类 的 椭圆 积分 Em). 

End[] 结束 对 应 于 Begin 的 当前 内 容 。 

EndPackage[] 结 束 当 前 的 Package， 重 新 保存 $Context Al$ContextPath 的 值 。 

EulerE[n] kA E, o EulerE[n,x] KEETE (x) 

EulerGamma KK ALR. 

Evaluate[expr] 强行 运行 表达 式 expr. 

EvenQ[expr] 当 expr 为 偶数 时 ， 基 值 为 Te， 反之 为 False. 

Exit[] 终止 一 个 Mathematica 的 程序 段 - 

Exp{z) 指数 函数 e:。 

Expand[expr] 将 表达 式 expr PA FeO IE REEF 

ExpandAllfexpr] 将 去 达 式 expr HEMARA REJ o 

FindRoot[Ihs==rhs,{x,x0}] 求 方程 Ihs=rhs tf x AA xo EE PIALA 

Flatten[list] 2 de) 73 ARE. 

Floor[x] 给 出 小 于 或 等 于 * 的 最 大 整数 ， 

Function[body] 或 者 body&, HERMEEN. Function[x, body] 以 x WE RAIA AR. 
Function[{x,.%....}, body] 以 {x1,%,...} 为 变量 的 纯 函 数 。 

<<name 读 入 一 个 文件 ， 计 算 该 文件 的 每 一 个 表达 式 ， 返回 最 后 一 个 表达 式 的 计算 结果 
Get[“name”]5<<name 功能 相同 。 

Gammal] H F keh IS ae Cz), Oz) = [, tte de a 

Graphics[primitives options] 用 图 形 元 素 primitives 根据 选项 options PEHEE. HT 
以 用 Show 显示 Graphics 构造 出 来 的 图 形 .图 形 元 素 primitives 可 以 为 Circle, Line 和 Polygon 
等 ;选项 options 有 Aspectio 和 Axes. 

GraphicsArray[f grga. 去 示 图 形 目标 列 ， 

HermiteH[n,x] 给 出 rn ht Hermite 多 项 式 。 

Hold[expr] 将 表达 式 expr 保留 为 非 运 行 或 非 计 算 的 形式 。 

HoldForm[expr] 将 表达 式 expr 在 非 运行 状态 下 输出 。 

IH[condition,tfua]l 如 果 condition 为 True 结果 为 t 如 果 condition 为 False 结果 为 示 如 
果 condition BORA Tre, 17559 False, RH u 

Im[z] 取 复 数 z 的 虚 部 。 

Infinity RERA KERO 

Input[] 交 南 式 地 读 入 … 个 表达 式 。Inputf*'prompt”] 用 prompt 作为 提示 符 来 要 求 输入 表 
IER. 

IntegerQfexpr] 5 expr AHRI, H True, MA False. 

Integrate[f,x] 做 不 定 积分 f foòde 计算 Integrate[f,{x,xmin,xmax}] 做 定 积 分 计算 。 
integrate[f,{x,xmin,xmax}.{yymin,ymax}] 做 多 重 定 积分 计算 。 

InterpolatingFunction[range, table]. 对 插值 表 table 在 范围 range 内 计算 近似 函数 。 
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Inverse[m] th AK m BORER. 

InverseFourier[list] 计算 复数 序列 list H BB az EH 

Join[list! list?,...] 将 listLiist2,.. .序列 连接 起 来 。 

LagurreL[n,x] 给 出 站 阶 拉 盖 尔 多 项 式 ， 

Length[expr] 给 出 expr 中 元 素 的 数 日 。 

Limit[expr, x->xo] 计算 expr 4 x T x, fy AKIRA. 

Line[{ptl,pt2,...}] 用 于 二 维 或 三 绯 图 形 中 连接 点 ptl 到 pt2, pt2 到 pt3, .的 直线 段 。 

f{el,e2....} 表示 一 个 表 的 所 有 元 素 。 

ListPlot({y,.y2..-.}] 夯 出 连接 点 列 list 的 平面 曲线 ， 尘 x 坐标 的 点 取 为 1.2.…。 

Log[z] 家 不 zz 的 自然 对 数 ( 对 数 底 为 e)}，Log[b,z] 表 示 底 为 5 的 对 数 。 

Map[f,expr] 或 者 f @ expr Xj expr 中 第 一 个 层次 的 每 一 个 元 索 应 用 下 

MapAt[f,expr,n] 对 expr PE n 个 位 置 的 元 素 应 用 天 

Max[x,,x.,...] 给 出 去 中 的 棚 大 值 ， 六 为 数字 或 数值 表 。 

MemberQ[list,form] 当 list 中 的 一 个 元 素 与 fom 匹配 时 ， 其 值 为 True, 上 反之 为 False. 

Min[xj,xy..] AH x, PARMA, x, 为 数字 或 数值 表 . 

Mode[m,n] 给 出 m 被 4 除 后 的 余数 ， 这 个 余数 的 符号 与 n 相同 . 

N[rexpr] RH expr 的 数值 。 N[exprn] 以 4 位 数字 的 精度 计算 expr 的 数值 。 

NDSolve[egns,y,{x,xmin,xmax}] 在 变量 x 的 范围 {xmin,xmax} 内 求解 方程 或 方程 组 的 数 
{ANF 

Needs context” file] 调 入 文件 context。 

Nest[f,expr,n] 了 作用 于 expr 上 半 次 所 得 到 的 表达 式 。 

NestList[f,exprnl f Æ expr LIER] O 到 深 所 得 到 的 函数 序列 。 


NIntegrate[f {x,xminxmax]] 计算 数值 积分 ”f(xX)dx ， 也 可 以 做 多 重 数值 积分 。 


Normal[eqns] 将 expr 从 各 种 特殊 表示 形式 转换 成 通常 的 志 示 。 

NSotve[eqns,vars] 计算 以 var 为 变量 的 多 项 式 方程 组 的 数值 解 。 

NumberQlexpr] =4 expr 为 数值 时 ， 其 值 为 Tue， 否则 为 False- 

Offis] 关闭 与 符号 s 有 关 的 信息 。 

On[s] 开启 与 符号 s 有关 的 信息 。 

ParametricPlot[{ {fx,fy},{gx,gy}.--.}.{tumin,tmax}] 二 维 参 数 作 图 函数 ， 其 小 zy Meat 
别 是 1 的 函数 ， 该 指令 可 以 给 出 儿 个 参数 曲线 。 

ParametricPlot3D[{ {fx.fy.fz},{gx.gy.2z},--.},{ttmin,tmax}] 三 维 参 数 作 图 畏 数 。 其 中 yz 
坐标 分 别 是 上 的 函数 ， 该 指令 可 以 绘 出 几 个 参数 曲线 。 

Partition[listn] 将 ist 分解 成 不 交 达 的 子 蜀 ， 其 长度 为 na 

Pi 就 是 常数 元 ， 其 数值 为 3.14159...。 

Plot[{f1,t2....}.{x.xmin,xmax}] 产生 几 条 消 数 {fi ...} 的 几 条 曲线 ， 绘 制 范围 在 
XE[xmin,xmax]. 

Point[coords] 二 锥 {xy} 或 三 维 点 {xy,z} 坐 标的 位 置 。 

PowerExpand[expr] 对 expr BAPTA HSER. 
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Print[exprl,expr2,...] 输出 expri， 输 出 完毕 后 换行 。Expr 之 间 不 换行 。 
Protect[S1.s2,...] 对 和 号 总 设 置 保护 属性 。 

Quit 上 终止 -个 Mathenatica PLF FR. 

Random[] 产生 一 个 [0，1] 区 间 的 、 珀 名 分 布 的 盆 随 机 数 。Random[type,range] 其 中 可 能 


的 形式 有 : Integer, Real 和 Complex; 缺 省 的 抽样 范围 为 0，1]， 也 可 给 出 范围 [min,max]. 


Re[z] 给 出 复数 z 的 实数 部 分 。 

ReleaseHold[expr] ERRA expr 中 的 Hold 和 HoldForm。 

Replacefexpr,rules] 对 表达 式 expr 应 用 一 个 或 作 个 代 换 规则 mles。 

SameQ([lhs,rhs] 当 lhs 和 rhs 相等 时 ， 其 值 为 True， 反之 则 为 False. 
Save[‘filename”,symb1,symb2,...] 将 符号 或 定义 的 函数 symbi 等 内 容 存 在 文件 filename 


Scaled{{x,y}] 图 形 中 的 相对 党 标 。 

Series[f,{x,xO,n}] 将 函数 了 在 x=mw 点 处 展开 成 最 高 昭 次 为 n 的 罕 级 数 。 
SetDirectory[“xxx”] 设置 当前 的 工作 目录 到 xxx， 并 自动 将 xxx 装 入 目录 栈 中 。 
SetPrecision[expr.n] 将 表达 式 中 的 所 有 数值 的 精度 设置 为 位 数 。 

Show[graphics,options] # options 设 定 的 选项 显示 图 形 graphics. KA Show[gl.g2,...] 可 


以 把 几 个 图 一 起 显示 。 


Simplify[expr] 将 表达 式 expr 化 简 为 售 项 数 最 少 的 最 简 形 式 。 
Sin[z] 复数 z 的 正弦 函数 值 。 

Sinh[z] 复数 z 的 双 曲 正弦 阔 数 值 。 

Solve[eqns,vars} 求解 方程 或 方程 组 eqns 中 变量 vars 的 解 。 
SphericalHarmonicY [I,m,theta,phi} #7 HER wR Y,, (0,9) 。 
Sqrtfzl 给 出 z 的 平方 根 。 


Sumlf, {i,imax}] 计算 Sy: 类 似 可 以 用 Sumlf, {i,imin,imax}], Sum[f,{i,imin,imax,di}] (di 


i=l 


为 步 长 ) 或 SumI[f,{i,iminimax},{j,jmin,jmax}]. 


Table[expr.{imax}] 产生 有 imax 个 ， 以 expr 值 为 元 素 的 表 。Table[expr{fiimax]] 产生 的 


RPTRA i 从 1 到 imax WY, expr 的 值 。Table[expr,{iimin,imax}] 产生 的 家 中 元 素 为 i 从 
imin 到 imax Rf, expr 的 信 。Table[expr,{ijimin,imax},{jjmin,jmax},...] 产生 的 表 中 元 素 为 i 
和 了 从 imin 到 imax 时 ，expr 的 值 。 


Take[listn] 取出 表 list PSL n 个 元 素 。Takellist,-n] 取出 表 list 中 后 n PIER. 


Take[list, {m,n} JAR HS Æ list PE m TEJ a TR. 


Tan[z] 复数 z 的 正切 函数 值 。 

Tanh[z] 复数 z 的 双 曲 正切 函数 值 。 

TeXForm[expr] 将 表达 式 expr 表示 成 TeX 排版 语言 的 形式 。 

Transpose[list] 互 换 list 中 的 前 两 个 层次 。 当 list 为 矩阵 时 ， 给 出 list ASE SPE. 
TrueQfexpr] 表达 式 expr HEA True Ft, HA True, Z% False. 
Unprotect{s1,s2,...] 取消 s; 中 的 Protect 属性 。 


ValueQ{expr] 如 果 expr 中 所 有 的 量 都 已 有 定 头 ， 其 值 为 Trtue， 反 之 为 False. 
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Which[testi,valueltest2,value2,...] 依次 计算 每 个 testi， 返 回 值 是 在 第 一 次 得 到 tesu 的 
值 为 True 时 ， 所 得 到 的 valuei。 

Whileftest,body] 当 test 为 True 时 运行 body， 直 到 test 不 等 于 True 时 为 止 。 

With[{x=x0,y=y0,...},expr] 规定 expr 中 出 现 的 x,y,- E 加 Yo... 代替。 

Xorfel,e2,...} 逻辑 异 或 。 如 果 ele2,.… .中 有 偶数 个 值 为 True， 其 余 为 False， 则 其 值 为 
True, WUA False. 

Zetals] 黎 曼 函数 6(s) = Pk . Zetafsa] 广义 黎 曼 函数 上 (sa 一 > kta" 。 

k=l k=l 
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